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��
���� �� ���
��	
�� �� �����
��
�� �� ������� 
	 ��� 
������� �� ��
�� ��!����� 	� �
*�	 ��
	� �� �� ��
	
��� ��� �	���� $ �,�� 	
��
���

��� �&����� ��� �� �,���,�� $ �1���
� �� ����� �� *����� ���
 ���
� "�� ����
1	��

�� !	����	� �� �������� �� "

!1$1! +����
���

B� ����
� 	�� �����
���� �&�� �	��� �	�*
"�� $ 	&
�� �� 89�:� � !����
�� �� ����!��� �� �� "�

��� 	 ����!����� �� ��	�� �� � ������� 
���	�
����		��

�� �=��� �� ����
� 	�� �����
���� �&�� �	��� �����
"��� $ 	&
�� �� 89(:� � !����
�� �� ����!���
�� (� "�
 ��� 	 ����!����� �� ( �� � ������� 
���	�
����		� hn�

H(z) =
+∞∑

n=−∞
hnz−n

B� ����"��� "�� H(ω) ��� 	 �����
��
�� �� 89(: � ����	� ��
�� 9M(ME�: D

H(ω) =
+∞∑

n=−∞
hne−jωnTe = H(z)|z=ejωTe

!1$12 ����
��� ��
� ��� 
���0�	��� �� 5 �� �4��
�� �
 �� �� ��
�� �4�� ��
�

B� ����		� "�� 	 ����!����� �� ( �&��� ��
�� xn ��� ����
� ����� 	 	
�
�� �&��� ���
� �� ������
	���"�� ����� ���
� ������*��

B� ����� �������
������ N9(:� O9(: �� 89(: 	�� ����!������ �� ( �� 	&������ xn� �� 	 ����
� yn ��
�� 	 ������� 
���	�
����		� hn�

X(z) =
+∞∑

n=−∞
xnz−n H(z) =

+∞∑
n=−∞

hnz−n Y (z) =
+∞∑

n=−∞
ynz−n

yn =
+∞∑

k=−∞
hkxn−k
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	�� �� ��
���� �����	���

Y (z) =
+∞∑

n=−∞

⎛
⎝ +∞∑

k=−∞
hkxn−k

⎞
⎠ z−n =

+∞∑
n=−∞

⎛
⎝ +∞∑

k=−∞
hkxn−k

⎞
⎠ z−kz−(n−k)

Y (z) =
+∞∑

k=−∞
hkz

−k

⎛
⎝ +∞∑

m=n−k=−∞
xmz−m

⎞
⎠ = X(z)H(z)

Y (z) = X(z)H(z)

4� ������ ���� �� �	��� �����
"��� �� ���� ���
�� D

yn =
k=+∞∑
k=−∞

xkhn−k =
k=+∞∑
k=−∞

hkxn−k

Y (ω) = H(ω)X(ω)

Y (z) = X(z)H(z)

� ���	���� ����	� ��� 	 ���������� �� �


�� �	����� �� �	����#����

�� ��
���� �� 0��,� ������ �&����
�� 	&�5
������ �� 	 ����!����� �� ( D∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

xn

∣∣∣∣∣ <
+∞∑
n=0

|xn| < +∞ �
 lim
n→∞ |xn|

1
n < 1

,�������� �������� 6
C�� ��"����� xn ��� �
�� ���	� �
 �		� ��� ��		� ���� n < 0�
-��� ��� ��"����� ���	�� 	 ����!����� �� ( ��� ����	���	� D

X(z) =
+∞∑
n=0

xnz−n

N9(: �5
��� �
 D

lim
n→∞

∣∣xnz−n
∣∣ 1

n < 1 �&��� $ �
�� �
 lim
n→∞ |xn|

1
n |z|−1 < 1 ��
� |z| > R+ = lim

n→∞ |xn|
1
n

� ����!����� �� ( �&��� ��
�� ���	� ��� ���� ����
� $ 	&�5���
��� �&�� ����	� �� ���� R+�

,�������� ��
��������� 6
C�� ��"����� xn ��� �
�� ��
���	� �
 �		� ��� ��		� ���� n ≥ 0�
-��� ��� ��"����� ��
���	�� 	 ����!����� �� ( �&���
�D

X(z) =
−1∑

n=−∞
x−nz−n =

+∞∑
n=1

x−nzn

N9(: �5
��� �
 D

lim
n→∞ |x−nzn| 1

n < 1 �&��� $ �
�� �
 lim
n→∞ |x−n|

1
n |z| < 1 ��
� |z| < R− = lim

n→∞ |x−n|−
1
n

� ����!����� �� ( �&��� ��
�� ��
���	� ��� ���� ����
� $ 	&
����
��� �&�� ����	� �� ���� R−�

,��
� ����������
C�� ��
�� "��	���"�� xn ��� 	 ����� �&��� ��
�� ���	� x+ �� �&��� ��
�� ��
���	� x− D

xn = x+
n + x−

n ��� D

x+
n = xn �
 n ≥ 0

x+
n = 0 �
 n < 0

��
x−

n = xn �
 n < 0
x+

n = 0 �
 n ≥ 0

� ����!����� �� ( �&��� ��
�� "��	���"�� ��� ���� ����
� ��� ��� �������� DR+ < |z| < R−� "���
����� �������� �5
����



! "������� ������� ��� �� 
����#����� �� $ ���� �%


�
 $��������

∀λ1 �� ∀λ2 TZ(λ1x1(n) + λ2x2(n)) = λ1TZ(x1(n)) + λ2TZ(x2(n))


�� %&�	���� �� ������

��� �� �� 
���0�	�� �� 5 ����
���� X(z) =
+∞∑

n=−∞
xnz−n

TZ(xn) = X(z) ⇒ TZ(xn−k) = z−kX(z)

��� �� �� 
���0�	�� �� 5 	�����
���� X(z) =
+∞∑
n=0

xnz−n

�	 !�� 	��� ���
� ������ ��� ����
�
��� 
�
�
	���

TZ(xn) = X(z) ⇒
TZ(xn−k) = z−k

(
+∞∑
n=0

xn−kz
−(n−k)

)
= z−k

(
+∞∑

m=−k
xmz−m

)
= z−kX(z) + z−k

(
−1∑

m=−k
xmz−m

)

TZ(xn−k) = z−kX(z) +

(
k∑

n=1
x−nzn−k

)


�� %&�	���� �� �� �	��	����	�

��
� zn 	 ��
�� �1����� �� �����	��
�� �� � ��
��� xn �� yn D zn E xn P yn

�� ��
	
�� 	�� ����
��� D X(z) = TZ(xn) Y (z) = TZ(yn) Z(z) = TZ(zn) BI +Q �
*�
�� �����
!����� �� ( ����	���	��

4� �� ������ !�
	����� "�� D

Z(z) = X(z)Y (z)


�� %&�	���� �� '������

+∞∑
n=−∞

|xn|2 =
1

2jπ

∫
������ ���	


X(z)X(z−1)z−1dz =
1
fe

fe
2∫

− fe
2

|X(f)|2df


� %&�	���� �� �� ������ �������� �� �� �� ������ �����

lim
n→0

xn = lim
z→+∞X(z)���� ��� ��
�� ���	�

lim
n→+∞xn = lim

z→1
(1 − z−1)X(z)


�( )���#����	� �� ��������	�

TZ

(
n∑

i=−∞
xi

)
= 1

1−z−1 X(z)

TZ (xn − xn−1) = (1 − z−1)X(z)
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�* )�����	� �� �� �����	���� �� "

�&
������ �� 	 ����!����� �� ( ��� ������ �� D

xn = 1
2jπ

∫
������ ���	


X(z)zn−1dz

-��� ������� ����� ��	�
��� �� �	��	� �&1��� 	&
���*�	� D∫
C

z−ndz �I C ���������� 	� ����	� ��
���

4� ����	R�� z �� z = rejθ� ��� �E�� �� dz �� dz = ejθdθ� 	&
���*�	� ���
��� D

∫
C

z−ndz = j

2π∫
0

e−jnθejθdθ

�
 n �= 1 	��� D

j

2π∫
0

e−jnθejθdθ = j
e−j(n−1)2π − 1

j(1 − n)
= 0

4� �
 �E�

j

2π∫
0

e−jθejθdθ = j

2π∫
0

dθ = 2jπ

4� ����	��
�� D ∫
C

z−ndz E 2jπ �
 n = 1∫
C

z−ndz E 0 �
 n �= 1

�&�I ���� N9(: D

∫
������ ���	


X(z)zn−1dz =
∫

������ ���	


+∞∑
k=−∞

xkz
−kzn−1dz =

+∞∑
k=−∞

xk

∫
������ ���	


zn−k−1dz = 2jπ xn

�&�I D
xn =

1
2jπ

∫
������ ���	


X(z)zn−1dz

� �����
��� �� �������� ��
����		�� �� �� ���� ���

4� *����	� �� ��
	
��� ��� �	���� ���� 	 !����
�� �� ����!��� ��� ��
����		�� 89(: �&���
� 	���
����� 	� ������ �&�� ��������� >9(: �� �&�� �����
����� �9(: ��	��S��� �� z−1�

H(z) = N(z)
D(z) =

Q∑
i=0

biz−i

1+
P∑

k=1

akz−k

B�  ����	
�� a0 $ ��
��� 	 ��
�� �� �� ��	����
�� �� �� 	
�
���� ��! �5����
��� $ ��� �	�����
0�� �	���� ���� �
��	�� $ ��	
���� � ����
� yn �&���
� �� !����
�� ��� ������� �� ��� ����
�� �����������

$ 	&
�� �&��� �"��
�� �� ���������� $ ���3�
���� ���������
4� �;�� D

H(z) = N(z)
D(z) = Y (z)

X(z) ⇒ Y (z)D(z) = X(z)Nz)

Y (z) +
P∑

k=1
akz

−kY (z) =
Q∑

i=0
biz

−iX(z)



� &���
	��� �� 
����#��
 ��
	�������� �� $' &�(' ��( ���� ��

�&�I �� ����!����� �� ( 
������ D

yn +
P∑

k=1
akyn−k =

Q∑
i=0

bixn−i

yn =
Q∑

i=0
bixn−i −

P∑
k=1

akyn−k

0���� �"��
�� �� ���������� $ ���3�
���� �������� ������ �� ��	
��� �
��	����� 	� �	���� �	 � 
1
�� �G� �&����� ���������� �� ��	
��
�� ����
1	��� �
� �		�� ��
	
����� �� �=��� ��� ��	�
�	
����� ���
��
�
������� �� ��� ����
����

� �*��� ��
���� ���������� ��� ��		�	� �� �	��*� �&����� � 9-E)E�:� ��� 	 �*���� 	�� �����*	��
�������� z−1 ������������ �� ����� �&�� ��,��
		���

ynxn

z-1 z-1

z-1
z-1

b0

b1

b2

-a1

-a2

B� ��
� �� ����
������ �� !R�� �	�� *����	� ��� !����
��� �� ����!��� 89(: ��
����		�� ��������
��� ��
������ �� ( ���
�
���� �� "�
 �����������
� $ ��� �	���� ��� ����5 9��
� ����
�
�� �
��������:�

B� �
��
�*�� � ����� �� �	���� D 	�� �	���� ��� $ ������� ����	�
����		� ����
� �� 	�� �	���� ��% $
������� ����	�
����		� %
�
��

��� �	���� ��� ��� 	 !���� *����	� H(z) = N(z)
D(z) ��� D(z) �= 1�

��� �	���� ��� ���� �
�� ������
!� �� 	� �	��	 �� 	 ����
� yn $ 	&
����� n !
� 
�������
� 	�� �	���� ��
P ����
�� ����������� yn−k�
��� �	���� ��� ���� ������
��� �� 	�� �7	�� �� 	�� (���� �� 	��� !����
�� �� ����!��� 89(:�

��� �	���� ��% ��� �� �����
����� �9(: �*	 $ �� �	� ���� ������
��� �� 	���� ���	� (�����
� ������� 
���	�
����		� ��� �	���� ��% ��� �� 	��*���� ��
� 9�&�I 	��� ���: ��
�"�� D

H(z) =
Q∑

i=0

biz
−i =

+∞∑
n=−∞

hnz−n ⇒
{

∀n /∈ [0,Q − 1] hn = 0
∀n ∈ [0,Q − 1] hn = bn

� ������� 
���	�
����		� hn �&�� �	��� ��% �& ���� "�&�� ���1�� ��
 �� �	���� ��� ��		��� �� hn

��T��
�� ��� 	�� ���3�
���� bn �� 	&�"��
�� �� ����������� 4� ����	��
��� ���� �� �	��� ��% D

H(z) =
Q∑

i=0
biz

−i

yn =
Q∑

i=0
bixn−i

��� +����� �� �� ���	�� ������	������ �,�� ����� �))

B� ����� "��� 	� �	��� ��� �� ���� ���� �	��	�� � ������� 
���	�
����		� �� �
;������� !R��� D
F ��
� �� ��	
"��� 	 !����	� �� 	 ����!����� �� ( 
������ �� ��
	
��� 	� �,������ ��� ���
����
F ��
� �� �;������ ��� �
�
�
�� ��	����
	� �� >9(: �� �9(:�
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F ��
�� "��� 	�� �7	�� �� �9(: ���� �
��	��� �� ��
	
��� 	 ����� �� 	 ���
� *������
"��

+∞∑
n=0

qn =
1

1 − q
���� |q| < 1

�1!1! ������ �� �� 
����	� ��� ������

�&
���*�	� ��� �� ������� !���� 0 �&��� !����
�� ����	�5� ,�	�����,� %9(: ��
����		� ��� D

∫
C

F (z)dz = 2jπ
∑

���� �i ��� C
���
��(zi)

BI zi ��� �� �7	� �� %9(:�

4� ���� F (z) = N(z)
D(z) = N(z)

P∏
i=1

(1−ziz−1)

�
 zi ��� �� �7	� �
��	� D
���
��(zi) = lim

z→zi
(z − zi)F (z)

�
 zi ��� �� �7	� ��	�
�	� �&����� L D

���
��(zi) = lim
z→zi

1
(k − 1)!

∂k−1
(
(z − zi)kF (z)

)
∂zk−1

45���	� D

��
� H(z) = 1
1+a1z−1

������ �� hn �� ����
����
��� �3�� ��� ���� ���	�
����
����"�� |a1| < 1 9�� ���� �� 	 ��
�� "�� ����� ����
�
�� ��� ������
�� ���� "�� 	� �	��� ��
� ��1	�:
�� ���� ���
�� D

H(z) =
1

1 + a1z−1
=

+∞∑
n=0

(
−a1z

−1
)n

=
+∞∑

n=−∞
hnz−n

4� �� 
����
���
�� D {
hn = 0 ���� n < 0
hn = (−a1)

n ���� n ≥ 0

������ �� hn �� 
���0�	�� �� 5 ��3���
-��� ��� �5���	�� 	 !����	� �� 	 ����!����� �� ( 
������ ���� ����� D

hn =
1

2jπ

∫
C

H(z)zn−1dz = ���������� −a1

(
H(z)zn−1

)
= lim

z→−a1

(z + a1)H(z)zn−1 = (−a1)n

�  ��	
�� �� ��!
	
��

��� +�������

C� �	��� �����
"�� ��� �
� ���	� �
 � ������� 
���	�
����		� hn ��� ��		� ���� n < 0�
� ����!����� �� ( ������*� 	��� $ 	&�5���
��� �&�� ����	��

C� �	��� �����
"�� ��� �
� ��
���	� �
 � ������� 
���	�
����		� hn ��� ��		� ���� n ≥ 0�
� ����!����� �� ( ������*� 	��� $ 	&
����
��� �&�� ����	��
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B� �
� "�&�� �	��� �����
"�� ��� ��1	�� �
 $ ����� ������ 1����� xn ���������� ��� ����
� yn

1������
-��� ����� ��
�� 9 xn : 1����� D
∃M ∀ � |xn| < M ⇒ ∃M

′ ∀ � |yn| < M
′

 121! 1ère �����
��� ��������� �
 ��7���
� �� �
�����
�

C�� ����
�
�� ������
�� �� ��3���� �� ��1
	
�� �&���
� D
+∞∑

n=−∞
|hn| < A

0&��� ��� ����
�
�� ��3���� �� D

yn =
+∞∑

k=−∞
hkxn−k

|yn| =

∣∣∣∣∣ +∞∑
k=−∞

hkxn−k

∣∣∣∣∣ ≤ +∞∑
k=−∞

|hk| |xn−k|

|xn| < M ⇒ |yn| < M
+∞∑

k=−∞
|hk| < MA

0&��� ��� ����
�
�� ������
��� C� ������ �5���	� ��3� $ 	� �������� ?
��
 	&������ 1����� xn� �*	�
$ � �
 h−n ��� ���
�
! �� $ �� �
 h−n ��� ��*�
!� *����� ��� ����
� y0 ��� 1����� D

�
 xn = signe(h−n) 	��� y0 =
+∞∑

n=−∞
xnh−n =

+∞∑
n=−∞

|hn| ��� 1�����

 1212 2ème �����
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�

����"�� 	� �	��� ��� ���	 �� "�� � !����
�� �� ����!��� ��� ��
����		��

	 �5
��� ��� ���� ����
�
�� ������
�� �� ��3���� �� ��1
	
�� D

	 !�� �� 
	 ��3� "�� ���� 	�� �7	�� �� 89(: ��
��� $ 	&
����
��� �� ����	� ��
���

���
���"������ ���� �� �	��� ��
���	 �� !����
�� �� ����!��� ��
����		��
��� ����
�
�� ������
�� �� ��3���� �� ��1
	
�� ��� "��
���� 	�� �7	�� �� 89(: ��
��� $ 	&�5���
��� �� ����	� ��
���

���������
�� ��� 	� �� ���	 D
89(: ��
����		� ���� �� ���������� �� U �	������ �
��	�� ������������ $ ��� �7	�� �
��	�� ��

��	�
�	���
� ������� 
���	�
����		� ,9�: ��� 	 ����� �� U ������ hi(n) �*�5 �5 ����!����� �� ( 
�������

��� �	������ �� 	 ��������
�
�� ���� 	�� �7	�� zi�

-��� �� �7	� �
��	� zi� �� ����� Ai
1−ziz−1 	&�	����� ������������ �� 	 ��������
�
�� �� 89(: ��

�	������ �
��	��� ��  D

hi(n) = lim
z→zi

(z − zi)
Aiz

n−1

1 − ziz−1
= Aiz

n
i

4� 	 ����� ��� �	���� 1��	��� �� hi(n) ��� 1����� �
 �� ���	����� �
 |zi| < 1�

�� �=�� ���� �� �7	� zi ��	�
�	� �&����� L� �� ����� Ai(z)
(1−ziz−1)k 	&�	����� ������������ �� 	

��������
�
�� �� 89(: �� �	������ �
��	��� ��  D

hi(n) =
1

(k − 1)!

∂k−1
(
Ai(z)zn+k−1

)
∂zk−1

= Bi(zi)

BI Bi(zi) ��� �� �7	����� �� ��*�� �VL�� � �5
����
4� 	 ����� ��� �	���� 1��	��� �� hi(n) ��� 1����� �
 �� ���	����� �
 |zi| < 1�
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B� ����"��� "�� 	�� �	���� %�� ��� ����� ���	 �7	� (E� �� "�� �� �7	� ��� $ 	&
����
��� ��
����	� ��
��� ��� �	���� %�� ���� ���� ���H���� ��1	��� 0&��� ��� ��� �
���� ���� 	��"��		�� 
	� ����
���� ��
	
��� �� �	��*� ����
!� 4� �;��� 	�� ���3�
���� �&�� �	��� ����
! ��
��� $ �,"�� �����	
��,��
		��� 
	 !�� ���� ���
��� 	 ��1
	
�� �� �	��� $ �,"�� �����	 ��,��
		��� <
� ���� �� �	���
��%� ����� ���
���
�� ��� 
���
	��

" #���� ��� $	���� �����
���� �	�����
���

��� )���	�����	�

0���� ����
�� �������� 	�� ������
��
"��� ��� ��		�	�� �	�����
��� �� �	��*� %�� �� ��� �&�����
�� �� ���5� � ����
����� �� ������������ �� ��� �	���� ��� 
�������� �� ���� �������� 	�� �	����
�&����� �	��� ���� ��	
��� �� 	&����
�
�� �� ����� �� �� ��		�	� �� ��� ��		�	�� �	�����
����

-��� ����� ����
��� ��� 	�� ����� �� !����
�� �� ����!���� 	&5� ��� !��"������ ��� 	
�
�� $ 	
�	*� [0,fe/2] �� �� ����	
��� fe/2 $ ��

?��� �&����
�� 	�� ��		�	�� �	�����
��� �� �	��*� 	� �,�
��� �������� �� ��� �	��� ��� (����
�� �����
��
���

��
 /���� �� "��	 �� �������	�

��� �	���� %�� �� 	�� �	���� ��� �������� �� ��������� ������� ��������� ��� (���� �� �����
��
�
��� �&��� $ �
�� "�� 	��� !����
�� �� ����!��� !��"����
�		� ���� �&���	�� ���� ����
��� �	���� ��
!��"������

� !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ������������ �5 �	���� ��
��� �� 	 !����
�� �� ����!���
�� ( 	���"�� ( ���	�� ��� 	� ����	� ��
��� �� (��� �� �����
��
�� ���������� ���
 $ �� (��� �� 	
!����
�� �� ����!��� 89(: �� �� (���� ����zi� ��� �
������ 	� ����	� ��
���

��� ����	� ��� �� �� ��� �*����� θi D

zi = ejθi

0�� �*����� θi ���������� $ �� (��� �� �����
��
�� ���� ��� ��	��
�� ω �� ��� !��"����� ! ��		��
"�� ω = 2πf �� D

z = ejωTe = ej2πfTe

z = zi ⇒ f =
θi

2π
fe

�121! ��� �4��� ������� ��� �4��� !

��� 	� �� �&��� ��		�	� %�� �&����� � �� �&�� ��������� �&����� � ���� �� �	��� ���� 	� ��	��7��
�&����� �� �� z−1 �&���
� D

N(z) = b0 + b1z
−1

�� (��� �� >9(: ��� z0 = − b1
b0
� 
	 ��� ���	� 0���� 	� ����	� �� z0 ��� �� 	�� ���	�� ��	��
��� ���� D

z0 = 1 �� z0 = −1� ��� (���� �� �����
��
�� �� ������� ��
� 	
�� "�&$ 	 !��"����� ��		� �� $ 	
!��"����� fe/2�

��� ���	� ��	��7��� �&����� �� ��������� ��� (���� �� �����
��
��� ���� �� 	 !����D

N(z) = b0(1 + z−1)
N(z) = b0(1 − z−1)

0&��� $ �
�� "�� b0 �� b1 ���� �*�5 �� ��������

��� �*���� ��
����� ������������ D
F ��� (���� �� 89(: ��� 	� �	� (� ���� 	�� ���5 ����� �� !����
��� $ (��� �� �����
��
�� $ 	&�����

��� ��� (���� ���� ����
	
��� �� ��� ����	�� ��� ����� �*����



% +
��� ��� ��
��� �����	���� ������
�	��� ���� !�

F ��� ���5 !����
��� �� ����!��� ����
1	�� 9�� ����	�: $ 	&����� ��� �������� �� (��� �� �����
�
��
�� ��
� �� f = 0 ��
� �� f = fe/2�
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��� 	� �� �&��� ��		�	� %�� �&����� ���5 �� �&�� ��������� �&����� ���5 ���� �� �	��� ���� 	�
��	��7�� �&����� ���5 �� z−1 �&���
� D

N(z) = b0 + b1z
−1 + b2z

−2

��� ���3�
���� �� >9(: ���� ���	�� 	�� (���� ���� ���� 
�*
�
��� ���H�*��� �� �&���
���� D

z1 = ejθ1

z2 = z̄1 = e−jθ1

4�

N(z) = b0(1 − z1z
−1)(1 − z̄1z

−1)
N(z) = b0(1 − 2 cos θ1z

−1 + z−2)

��� ���3�
���� b0 �� b2 ���� ���� �*�5�

� �*��� ��
���� ���������� 	� �� �� � (���� �&�*������ θ1 = π
3 �� θ2 = −π

3 � �� "�
 ����������
$ �� (��� �� �����
��
�� �� fe/6�
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��� +������ !)� �,	���� ��

�1�1! 9������
��

� ��		�	� ���	� %�� �&����� ��  ���� !����
�� �� ����!��� �� (� 	� ��	��7�� H(z) ��
��� D

H(z) = b0 + b1z
−1

� !����
�� 89(: �& �� �� �7	� $ 	&�5���
��� �� ����	� ��
��� �		� ��� ���� ��1	��

0���� ���� ���� 	�� %��� 	 ������� 
���	�
����		� ��� !�
	� $ �	��	�� �� 
����
���
�� ��� 	

����
�
�� D H(z) =
n=P∑
n=0

hnz−n = b0 + b1z
−1 �� ����
� "�� ∀n hn = bn �� �� ���
��	
�� 
�
D

h0 = b0

h1 = b1

hn = 0 �
 n /∈ [0,1]

� !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ��� �1����� $ ���
� �� 89(: �� 	 ��	�
�� D
H(ej2πfTe) =

[
H(z)/z = ej2πfTe

]
� 0���� !����
�� ��� ����� �� ��� 1��
������ 89!: �� 	 ��
���

H(f) = b0 + b1e
−j2πfTe

��� ����	�� � �,�� �� ��� ����� �� ����*�
�� �� *����� τ(f) �	��� D

|H(f)|2 = b2
0 + b2

1 + 2b0b1 cos(2πfTe)

Φ(f) = −���*
(

b1 sin(2πfTe)
b0 + b1 cos(2πfTe)

)

τ(f) = − 1
2π

∂Φ(f)
∂f

= b1
b1 + b0 cos(2πfTe)

b2
0 + b2

1 + 2b0b1 cos(2πfTe)

�� ����	� ��� ��� !����
�� �������� ��� 	 ���
 ���
��� [0,fe/2] �� 	�� �	���� �5��=��� ���� D

|H(0)| = |b0 + b1| ��� Φ(0) = 0

∣∣∣H(fe

2 )
∣∣∣ = |b0 − b1| ��� Φ

(
fe

2

)
= 0

�
 	�� ���5 ���3�
���� ���� �� �=��� �
*���� 	� �	��� ��� �� ���� 1�� 4� ���
���"������� �
 	�� ���5
���3�
���� ���� �� �
*��� �������� 	� �	��� ��� �� ���� ,��� 4� �;�� �� �,�*����� �� �
*�� ���
���
$ �,�*�� ( �� � (� �&��� $ �
�� ! �� fe

2 − f �

�&����� �� 	 !����
�� φ(f) ������ "�� φ(f) ≤ π
2 �

�1�12 (8�	���

��� ����1�� ��
����� 
		������� ��� ��		�	� �&����� �� �� ���3�
���� b0 = 0.6 �� b1 = 0.4�
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���5 ��		�	�� �&����� �� ���� ���
��	
������� 
����������� ���� "�&�		�� ��������� ��� (���� ��
�����
��
�� D
H(z) = b0(1 + z−1) "�
 �&���	� ���� 	 !��"����� fe/2 �� H(z) = b0(1 − z−1) "�
 �&���	� ���� 	
!��"����� ��

�&���� ��� �
 b0 = −b1 	 �,�� �&���
�D

Φ(f) =
π

2
− πfTe

�� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� ��� �������� �	 ��� Te/2�

�
 b0 = b1 	 �,�� �&���
� D
Φ(f) = −πfTe

0���� �,�� ��� 	
��
�� �� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� ��� �������� �	 ��� Te/2�

��� +������ !)� �,	���� 


�1 1! 9������
��

� ��		�	� ���	� %�� �&����� ���5  ���� !����
�� �� ����!��� �� (� 	� ��	��7�� 89(: ��
��� D

H(z) = b0 + b1z
−1 + b2z

−2

� !����
�� 89(: �& �� �� �7	� $ 	&�5���
��� �� ����	� ��
�� �		� ��� ���� ��1	��

0���� ���� ���� 	�� %��� 	 ������� 
���	�
����		� ��� !�
	� $ �	��	�� �� 
����
���
�� ��� 	

����
�
�� D H(z) =
n=p∑
n=0

hnz−n = b0 + b1z
−1 + b2z

−2 �� ����
� "�� ∀n hn = bn �� �� ���
��	
�� 
�
D

h0 = b0

h1 = b1

h2 = b2

hn = 0 �
 n /∈ [0,1,2]

� !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ��� �1����� $ ���
� �� 89(: �� 	 ��	�
�� D
H(ej2πfTe) =

[
H(z)/z = ej2πfTe

]
� 0���� !����
�� ��� ����� �� ��� 1��
������ 89!: �� 	 ��
�� D

H(f) = b0 + b1e
−j2πfTe + b2e

−j4πfTe

�� ��	��7�� 89(: �� z−1 ������� ���5 (����� �
 	�� ���5 (���� ���� ���	�� 	� �	��� ���� =��� ����
����
����� !���� �� ���5 ��		�	�� �&����� �� �� ������ >��� ���� 
����������� ��� �� �,�
��� ���	�����
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� �� �&��� W��
�W ��		�	� �&����� ���5 �������� ���5 (���� ����	�5��� 0���� 	�� ���3�
���� bi

���� ���	�� ��� (���� ���� ����	�5�� ���H�*���� ?���	��� z1 �� z2 ��� (����� B� ���� 	�� ���
�� ��
����������� ��	
��� ���� 	 !���� D

z1 = r1e
jθ1

z2 = z̄1 = r1e
−jθ1

H(z) = b0(1 − z1z
−1)(1 − z2z

−1)

4� 
����
��� 	�� ���5 ���
����� �� 89(:� �� ����
� 	�� ��	�
��� 	
�� 	�� ���3�
���� bi �5 �����������
��	
��� ��� (�����

b1 = −b0(z1 + z̄1) = −2b0r1 cos(θ1)
b2 = b0z1z̄1 = b0r

2
1

�� ����	�� 	 �,�� �� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� �� 	 !����
�� �� ����!��� �� !��"�����
������� �&�5��
��� �� !����
�� ��� ����������� ��	
��� ��� (����� �	� �	��� D

|H(f)|2 = b2
0

∣∣∣1 − z1e
−j2πfTe

∣∣∣2 ∣∣∣1 − z1e
−j2πfTe

∣∣∣2
|H(f)|2 = b2

0

∣∣∣1 − r1e
−j(2πfTe−θ1)

∣∣∣2 ∣∣∣1 − r1e
−j(2πfTe+θ1)

∣∣∣2
|H(f)|2 = b2

0

(
1 + r2

1 − 2r1 cos(2πfTe − θ1)
) (

1 + r2
1 − 2r1 cos(2πfTe + θ1)

)

Φ(f) = ���*
(

r1 sin(2πfTe − θ1)
1 − r1 cos(2πfTe − θ1)

)
+ ���*

(
r1 sin(2πfTe + θ1)

1 − r1 cos(2πfTe + θ1)

)

τ(f) = − 1
2π

∂Φ(f)
∂f

τ(f) = −2r1
(1 + r2

1) [cos(θ1) cos(2πfTe) − r1] − r1 [cos(4πfTe) + cos(2θ1) − 2r1 cos(θ1) cos(2πfTe)][
1 + r2

1 − 2r1 cos(2πfTe − θ1)
] [

1 + r2
1 − 2r1 cos(2πfTe + θ1)

]
-��� ��� ��		�	� �&����� �� 	 !����
�� φ(f) ��� �� �	��� 1��	�� 
�!X�
���� $ π�

�1 12 (
��� ��� �8
�	� �� 	����� �� �� 0���
��� �� 
���0�
 �� 0�������

-��� ����
�� 	�� �5����� �� |H(f)|� 
	 !�� ����
�� � ���
��� �� ������ $ !� ����"�� ����� ���
���
�&���	�� 	 !����
�� |H(f)| ���� �� �� �5������� -��� ������� 	�� �	���� �� ! �I ∂H(f)

∂f = 0� ��
���
�� ‖H(f)‖2 �� �� ����
� ���� "��		� �	��� �� !� ����� ���
��� �&���	� ��� "�� H(f) �&���	��

∂ |H(f)|2
∂f

= 2 |H(f)| ∂ |H(f)|
∂f

= b2
04πTer1 sin(2πfTe)

[
(1 + r2

1) cos(θ1) − 2r1 cos(2πfTe)
]

��� 	&
�����		� [0,fe/2]� ����� ���
��� �&���	� 	���"�� D
F ��
� sin(2πfTe) �&���	�� �&��� $ �
�� ���� f = 0 �� f = fe/2�
F ��
� (1 + r2

1) cos(θ1) − 2r1 cos(2πfTe) �&���	�� �&��� $ �
�� ���� ��� !��"����� fR ��		� "�� D

cos(2πfRTe) =
(1 + r2

1) cos(θ1)
2r1

= −(b0 + b2)b1

4b2b0

0� ����
�� �� �&��� ����
1	� "�� �
 D
∣∣∣ (1+r2

1) cos(θ1)
2r1

∣∣∣ ≤ 1 ��� �� "�
 ���
��� � �=�� D
∣∣∣ (b0+b2)b1

4b2b0

∣∣∣ ≤ 1�

0�� (���� ���� ��� (���� �� ∂H(f)
∂f �� ��� �� ‖H(f)‖� ��! ��� 	� �� ��
�
	 �I r1 = 1 �� θ1 = 0�

�&���� ��� 	 ���
��� �� |H(f)| �� ������ $ ! ��� ��*�
�� ���� f < fR ��
� ���
�
�� ���� f > fR�
� !��"����� fR� "��� �		� �5
���� ���������� ���� !�������� $ �� �
�
��� �� |H(f)|� C�� ��		�	�
%�� �&����� ���5 ���� ���� ��������� ��� ��
����������



% +
��� ��� ��
��� �����	���� ������
�	��� ���� !%

�
 r1 ��� ����,� �� �� 	 !��"����� fR ��� ����,� �� θ1fe
2π � �	 �  �*	
�� �
 r1 = 1�

� �	��� �� |H(f)| ���� f = fR ��� D

|H(fR)| =
∣∣∣b0(1 − r2

1) sin θ1

∣∣∣
0���� �� 	& �� ������������ �
 r1 = 1� 	 ��		�	� ������� �� (��� �� �����
��
�� "�
 ����������
� �
�
��� �� |H(f)|�

��
� BR 	 	�*��� �� 1��� $ �
�,����� �� ����� ��
���������

BR = |f+ − f−|

�I f− �� f+ ���� 	�� !��"������ ���� 	��"��		�� |H(f)|2E 2 |H(fR)|2� 	���"�� ��� !�Y"������ �5
������
B� ���� ���
�� |H(f)|2 ���� 	 !���� �&�� ��	��7�� �&����� � �� cos(2πfTe) D

|H(f)|2 = 4r2
1cos(2πfTe)2 − 4r1(1 + r2

1)cos(θ1)cos(2πfTe) + 2r1
2cos(2θ1) + (1 + r2

1)
2

-��� |H(f)|2 = (1 − r2
1)

2 sin(θ1)2 	� �
���
��� �� ��	��7�� ��� ��	 �� �� �������� 	 ��	��
�� �������

������ $ 	 !��"����� �� �������� cos(2πfRTe = (1+r2
1)cos(θ1)
2r1

�

-��� |H(f)|2 = 2 |H(fR)|2 = 2(1 − r2
1)

2 sin(θ1)2� 	� ��	��7�� �&���
� D

4r2
1cos(2πfTe)2 − 4r1(1 + r2

1)cos(θ1)cos(2πfTe) + cos(2θ1) + (1 + r4
1) + 2r2

1 = 0

	� �
���
�
��� �&���
� D

Δ = 16r2
1(1 + r2

1)
2cos(θ1)2 − 16r2

1

(
cos(2θ1) + (r4

1 + 1) + 2r2
1

)
= 16r2

1(1 − r2
1)

2 sin(θ1)2

�� �
���
�
��� ��� ���
�
!� �� �� ����
� � �5�����
��� ���� 	�� ��
��� ������
�		�� D

cos(2πf+Te) = cos(2πfRTe) − (1 − r2
1) sin θ1

2r1

cos(2πf−Te) = cos(2πfRTe) +
(1 − r2

1) sin θ1

2r1

0�� � ��
��� �&�5
����� "�� �
 D

∣∣∣∣∣cos(2πfRTe) − (1 − r2
1) sin θ1

2r1

∣∣∣∣∣ ≤ 1∣∣∣∣∣cos(2πfRTe) +
(1 − r2

1) sin θ1

2r1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

+����� 	�� �
���
��� ���� ����
1	�� D 	�� � ��
��� �5
������ ��� ���	� ��
�� �5
���� �� 1
�� �����
��� � �&�5
���� ��� 	� �� �I 	�� � ����
�
��� ���� ���
����� �&��� $ �
�� �I 	�� � ��
��� �5
������ ��
���� �	��	�� ��� ����5
��
�� �� 	 	�*��� �� 1��� �� 	&��
��������� ? ���
� ��� �	���� ��
cos(2πf+Te) �� �� cos(2πf−Te� �� ����
� "��� ���� r1 ≈ 1 D

cos(2πf+Te)−cos(2πf+Te) = −2 sin(2π(fR+B/2)Te) sin(πBTe) ≈ −2 sin(θ1)πBTe ≈ −2
(1 − r2

1) sin(θ1)
2r1

�&�I D

BR ≈ (1 − r)
π

fe
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�1 1� ��3����� �� 	����� ��� 5���: ���;�<	� �������� �� =>5?

��� ��		�	�� %�� �&����� � ����
�� �� 	�� !����
��� �� ����!��� 89(: �� Hr(z) = z−2H(z−1)
��������� ��� �7	�� �� �=��� �*������ θ1 �� −θ1 �
� �� ����	�� 
������� r1 �� 1/r1� 4		�� ����������
9�
 	�� ����
�
��� �&��
�������� ���� ���
����: ��� ��
�������� ���� 	 �=�� !��"����� fR� 0�� ���5
!����
��� �� ����!��� ��� 	� �=�� ����	� �
� D

Φr(f) = −4πfTe − Φ(f)
τr(f) = 2Te − τ(f)

��� �	���� �����
"��� ���� 	�� (���� ���� $ 	&
����
��� �� ����	� ��
�� ���� �
�� $ ����� 	���	����

�1 1 (8�	���

��� �*���� ��
����� ������������ 	 !����
�� �� ����!��� 89!: �� ����	�� �� �,��� �� ����� ��
����*�
�� �� *����� 
��
 "�� 	 ���
�
�� ��� (���� �� 89(:� ���� 	�� �	���� D r1 = 0.95 θ1 = π/3� ��
"�
 ���������� $ H(z) = 1 − 0.95z−1 + 0.9025z−2 �
� !��"����� �&��
�������� fR ��� ��		� "�� D
2πfRTe = 1.0464� �� "�� 	&�� ���� ������� $ θ1 = π

3 = 1.0472�
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�1 1� ������	��
 �� ����� �� ���7����
 b1: ������	��
 �� 5 �� @5

�
 	&�� �,�*� 	� �
*�� �� b1� �� �� "�
 ���
��� � �=�� ( �� �(� 	� �	��� �,�*� �� ����� 	�� �	����
�� H(0) �� �� H(fe/2) ���� 
��������� ��� 	&�5���	� �
�������� 	� �	��� ��� �	��7� �� ���� ,�� 9���
	� ���� "�� H(f = 0) < H(f = fe/2)� �
 �� ����	�� b1 = −0.95 �� b1 = 0.95� 	� �	��� ����	��� ���
�� ���� 1�� 0,�*�� 	� �
*�� �� b1 ���
��� $ ����	��� θ1 �� π−θ1� �
 	�� �*	�� ��� (���� 9�� �	���
1��	��: ���� 
�!��
���� $ π/2 	� �	��� ��� �� ���� ,��� �
 	�� �*	�� ��� (���� 9�� �	��� 1��	��: ����
�����
���� $ π/2 	� �	��� ��� �� ���� 1��
4� !
� �,�*�� ( �� �(� ���
��� $ ��	�
�	
�� ( �� ejπ� ��� 	� ���
�� !��"����
�	� ��	�
�	
�� ej2πfTe

�� ejπ� ���
��� $ ����	��� ej2πfTe �� ej2π(f+fe/2)Te � ����	��� ( �� �( ��� ���� �"�
�	��� $ ���
����	�
�� �� −fe/2 ��� 	� ���
�� !��"����
�	� �� ���
 "��	"�� ��
� 89(:� C� �����1� ���
��� ��
�����,�� �� ���
���"�������



% +
��� ��� ��
��� �����	���� ������
�	��� ���� !�

��� +������ ))� �,	���� �

�1�1! 9������
��

� ��		�	� ���	� ��� �&����� �  ���� !����
�� �� ����!��� �� (� 	� ��	��7�� 89(: ��
��� D

H(z) =
1

a0 + a1z−1

-� 	 ��
��� �� ����	
�� 	� ����� ������� �� �����
����� �� 89(: $ �� a0 = 1�

-��� "�� 	 !����
�� 89(: ��
� ��1	� �� ���	�� 
	 !�� "�&�		� �&
� �� �� �7	� $ 	&�5���
��� ��
����	� ��
��� B� 	� �7	� �� ����� ��		�	� ��� −a1� C�� ����
�
�� ������
�� �� ��3���� �� ��1
	
�� ��
����� ��		�	� ���	� ��� "�� |a1| < 1�

� ������� 
���	�
����		� ���� �� �	��	�� �� 	 !����	� �&
�����
�� �� 	 ����!����� �� (� $ ��
��
�D

hn =
1

2jπ

∫
������ ���	


H(z)zn−1dz

�� �� 
����
���
�� �� 89(: ��� 	 ����� �&��� ���
� *������
"�� �� �
��� q = −a1z
−1 D

H(z) =
∞∑

n=0

hnz−n =
∞∑

n=0

qn =
∞∑

n=0

(−a1)nz−n

�&�I 	&�� ����
� "�� D

∀n ≥ 0 hn = (−a1)n

∀n < 0 hn = 0

� �*��� ��
���� �
��	
�� 	&		��� �� hn ���� a1 ���
�
! �� a1 ��*�
!�
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� !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ��� �1����� $ ���
� �� H(z) �� 	 ��	�
�� D

H(ej2πfTe) =
[
H(z)/z = ej2πfTe

]
� 0���� !����
�� ��� ����� �� ��� 1��
������ 89!: �� 	 ��
���

H(f) =
1

1 + a1e−j2πfTe

-��� 	� �	��	 �� ��� ������
��
"��� ��
��
�	��� 
	 ��3� �� ��������� 	�� ����	��� �1����� ���� 	
��		�	� %��� ��� ����	�� � �,�� �� ��� ����� �� ����*�
�� �� *����� τ(f) �	��� D

|H(f)|2 =
1

1 + a2
1 + 2a1 cos(2πfTe)
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Φ(f) = ���*
(

a1 sin(2πfTe)
1 + a1 cos(2πfTe)

)

τ(f) = − 1
2π

∂Φ(f)
∂f

= −a1
a1 + cos(2πfTe)

1 + a2
1 + 2a1 cos(2πfTe)

�� ����	� ��� ��� !����
�� �������� ��� 	 ���
 ���
��� [0,fe/2] �� 	�� �	���� �5��=��� ���� D

|H(0)| =
1

|1 + a1| ��� Φ(0) = 0∣∣∣∣H
(

fe

2

)∣∣∣∣ =
1

|1 − a1| ��� Φ
(

fe

2

)
= 0

�
 	�� ���5 ���3�
���� ���� �� �=��� �
*���� 	� �	��� ��� �� �����,��� 4� ���
���"������� �
 	�� ���5
���3�
���� ���� �� �
*��� �������� 	� �	��� ��� �� �����1��
B� ����"�� "�� ���� ��� ��		�	� �&����� �� 	� ���,�*� 
������
� �� 	 ��		�	� ��� 
�!��
��� �� �*	
$ π/2�

�1�12 (8�	���

��� ����1�� ��
����� 
		������� ��� ��		�	� �&����� �� �� ���3�
���� a0 = 0.6 �� a1 = 0.4 D
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		������� ��� ��		�	� �&����� �� �� ���3�
���� a0 = 0.6 �� a1 = −0.4 D
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�1$1! ������� �4��� ���	��
 �����3�: �������
��

� ��		�	� ���	� ��� �&����� ���5  ���� !����
�� �� ����!��� �� z� 	� ��	��7�� 89(: ��
��� D

H(z) =
1

1 + a1z−1 + a2z−2

B� � ����� ���� 	 ��		�	� �&����� �� ����	
�� a0 $ ��
� !����
�� H(z:���	� ��� ��1	� �
 �� ���	����� �
 ��� �7	�� ���� $ 	&
����
��� �� ����	� ��
��� �&��� $
�
�� ���� �� ����	� 
�!��
��� $ ��

� !����
�� H(z) ������� ���5 �7	��� �
 	�� ���5 �7	�� ���� ���	�� 	� �	��� ���� =��� ����
���� �����
!���� �� ���5 ��		�	�� �&����� �� �� ������ >��� ���� 
����������� ��� �� �,�
��� ���	����� � ��



% +
��� ��� ��
��� �����	���� ������
�	��� ���� !*

�&��� Z ��
� [ ��		�	� �&����� ���5 �������� ���5 �7	�� ����	�5��� 0���� 	�� ���3�
���� ai ����
���	� ��� �7	�� ���� ����	�5�� ���H�*���� ?���	��� z1 �� z2 ��� �7	��� B� ���� 	�� ���
�� �� �����������
��	
��� ���� 	 !���� D

z1 = r1e
jθ1

z2 = z̄1 = r1e
−jθ1

H(z) =
1

(1 − z1z−1)(1 − z2z−1)

4� 
����
��� 	�� ���5 ���
����� �� H(z)� �� ����
� 	�� ��	�
��� 	
�� 	�� ���3�
���� ai �5 �����������
��	
��� ��� �7	���

a1 = (z1 + z̄1) = −2r1 cos(θ1)
a2 = z1z̄1 = r2

1

� ������� 
���	�
����		� ���� �� �	��	�� �� 	 !����	� �&
�����
�� �� 	 ����!����� �� (� �� ��

����
���
�� �� H(z) ��� ��� ������ �� ���
�� *������
"����

hn =
1

2jπ

∫
�
�� ����	� ��
��

H(z)zn−1dz =
1

2jπ

∫
�
�� ����	� ��
��

zn−1

(1 − z1z−1)(1 − z̄1z−1)

hn =
∑

�7	�� �� 89(:
���
���(H(z)zn−1)

∀n ≥ 0 hn =

(
zn+1
1

z1 − z̄1
+

z̄n+1
1

z̄1 − z1

)
=
(

rn
1 sin [(n + 1)θ1]

sin θ1

)
∀n < 0 hn = 0

� �*��� ��
���� ���������� 	�� �������� 
���	�
����		�� ���� r1 = 0.95 �� θ1 = π/3 9�� "�
 ����������
$ �� ���3�
��� a1 < 0: 
��
 "�� ���� r1 = 0.95 �� θ1 = 2π/3 9�� "�
 ���������� $ �� ���3�
��� a1 > 0:�
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� !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ��� �1����� $ ���
� �� 89(: �� 	 ��	�
�� D

H(ej2πfTe) =
[
H(z)/z = ej2πfTe

]
.

0���� ������������ ����� !����
�� ��� ����� �� ��� 1��
������ 89!:�

H(f) =
1

1 + a1e−j2πfTe + a2e−j4πfTe
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�� ����	�� 	 �,�� �� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� �� 	 !����
�� �� ����!��� �� !��"�����
������� �&�5��
��� �� !����
�� ��� ����������� ��	
��� ��� �7	��� 
	 ��3� �� ��������� �� �� ���
���
������������ 	�� ����	��� �1����� ���� 	 ��		�	� %��� �	� �	��� D

|H(f)|2 =
1

|1 − z1e−j2πfTe |2 |1 − z1e−j2πfTe |2

|H(f)|2 =
1∣∣1 − r1e−j(2πfTe−θ1)
∣∣2 ∣∣1 − r1e−j(2πfTe+θ1)

∣∣2
|H(f)|2 =

1(
1 + r2

1 − 2r1 cos(2πfTe − θ1)
) (

1 + r2
1 − 2r1 cos(2πfTe + θ1)

)
Φ(f) = −���*

(
r1 sin(2πfTe − θ1)

1 − r1 cos(2πfTe − θ1)

)
− ���*

(
r1 sin(2πfTe + θ1)

1 − r1 cos(2πfTe + θ1)

)

τ(f) = − 1
2π

∂Φ(f)
∂f

τ(f) = 2r1
(1 + r2

1) [cos(θ1) cos(2πfTe) − r1] − r1 [cos(4πfTe) + cos(2θ1) − 2r1 cos(θ1) cos(2πfTe)][
1 + r2

1 − 2r1 cos(2πfTe − θ1)
] [

1 + r2
1 − 2r1 cos(2πfTe + θ1)

]
�1$12 (
��� ��� �8
�	� �� 	����� �� �� 0���
��� �� 
���0�
 �� 0������� ��� ���

������� ���	��
 �����3�

��� �	��	� "�
 ��� ��H$ ��� !
�� ���� 	 ��		�	� %�� ��� 	� ��*��,� ��������� ������� =���
����
� 
�
� � ���
��� �� |H(f)| �� ������ $ ! �&���
�D

∂ |H(f)|2
∂f

= 2 |H(f)| ∂ |H(f)|
∂f

= − 4πTer1 sin(2πfTe)
[
2(1 + r2

1) cos(θ1) − 2r1 cos(2πfTe)
]

(
1 + r2

1 − 2r1 cos(2πfTe − θ1)
)2 (1 + r2

1 − 2r1 cos(2πfTe + θ1)
)2

��� 	&
�����		� [0,fe]� ����� ���
��� �&���	� 	���"�� D
F ��
� sin(2πfTe) �&���	�� �&��� $ �
�� ���� f = 0 �� f = fe/2�
F ��
� 2(1 + r2

1) cos(θ1) − 2r1 cos(2πfTe) �&���	�� �&��� $ �
�� ���� ��� !��"����� fR ��		� "�� D

cos(2πfRTe) =
(1 + r2

1) cos(θ1)
2r1

= −(b0 + b2)b1

4b2b0

0� ����
�� �� �&��� ����
1	� "�� �
 D ∣∣∣∣∣(1 + r2
1) cos(θ1)
2r1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

��� �� "�
 ���
��� � �=�� D ∣∣∣∣(b0 + b2)b1

4b2b0

∣∣∣∣ ≤ 1

�&���� ���� 
���������� � �� ��� %�� 	 ���
��� �� |H(f)| �� ������ $ ! ��� ���
�
�� ���� f < fR

��
� ��*�
�� ���� f > fR� � !��"����� fR� "��� �		� �5
���� ���������� ���� !�������� $ �� �5
�
��� �� |H(f)|� C�� ��		�	� ��� �&����� ���5 �� ���� ���� ��������� "�&��� ��������� 	��� "�&���
��		�	� %�� �&����� ���5 �� ���� ��������� "�&��� ��
��������� � !��"����� fR ��� ���	�� !��"�����
�� ���������

�
 r1 ��� ����,� �� �� 	 !��"����� fR ��� ����,� �� θ1fe
2π � �	 �  �*	
�� �
 r1 = 1�

� �	��� �� |H(f)| ���� f = fR ��� D

|H(fR)| =
1∣∣(1 − r2
1) sin θ1

∣∣ =
1

(1 − r2
1) sin θ1

�
 r1 = 1� 	 ��		�	� ��� �� ��������� ��� �� ���
		����� $ 	 	
�
�� �� ��1
	
�� 9����� ��1
	
�� ����
����
� �� 	� !
� "�&$ ��� ������ 1����� ���������� ��� ����
� 1�����:�



% +
��� ��� ��
��� �����	���� ������
�	��� ���� ��

��
� BR 	 	�*��� �� 1��� $ �
�,����� �� ����� ��
�������� D

BR = |f+ − f−|

�I f− �� f+ ���� 	�� !��"������ ���� 	��"��		�� |H(f)|2 = |H(fR)|2 /2�

cos(2πf+Te) = cos(2πfRTe) − (1 − r2
1) sin θ1

2r1

cos(2πf−Te) = cos(2πfRTe) +
(1 − r2

1) sin θ1

2r1

�&�I 	&�� ����
� 9����� ���� 	�� %�� �&����� �: "��� ���� r1 ≈ 1 D

BR ≈ (1 − r)
π

fe

�1$1� ��3����� �� 	����� ��� 5���: ���;�<	� �������� �� =>5?

� ��		�	� ��� �&����� ���5 ��� ��� �7	�� �� �=�� �*����� �� �� ����	� 1/r1 ��������� ���
�������� ���� 	 �=�� !��"����� fR� 4� !
� ����� ��		�	�  ��� !����
�� �� ����!��� Hr(z) �� z−1

"�
 ��� 	� ��	��7�� ���
���"�� �� 89(:�

Hr(z) =
1

a2 + a1z−1 + z−2
= z−2H(z−1)

H(f) �� Hr(f) ��� 	� �=�� ����	� �
� D

Φr(f) = −4πfTe − Φ(f)
τr(f) = 2Te − τ(f)

�1$1 (8�	���

��� �*���� ��
����� ������������ 	 !����
�� �� ����!��� H(f) �� ����	�� �� �,��� �� ����� ��
����*�
�� �� *����� 
��
 "�� 	 ���
�
�� ��� (���� �� H(z)� ���� 	�� �	���� D r1 = 0.95 θ1 = π/3�
�� "�
 ���������� $ D

H(z) =
1

1 − 0.95z−1 + 0.9025z−2

� !��"����� �� �������� fR ��� ��		� "�� D
2πfRTe = 1.0464� �� "�� 	&�� ���� ������� $ θ1 = π

3 = 1.0472
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�1$1� ������	��
 �� ����� �� ���7����
 a1: ������	��
 �� 5 �� @5

�
 	&�� �,�*� 	� �
*�� �� a1� 	� �	��� �,�*� �� ����� 	�� �	���� �� H(0) �� �� H(fe/2) ���� 
���������
��� 	&�5���	� �
�������� 	� �	��� ��� �	��7� �� �����1� 9��� 	� ���� "�� H(f = 0) > H(f = fe/2))�
�
 �� ����	�� a1 = −0.95 �� a1 = 0.95� 	� �	��� ����	��� ��� �� �����,��� 0,�*�� 	� �
*�� �� a1

���
��� $ ����	��� θ1 �� π − θ1� �
 	�� �*	�� ��� (���� 9�� �	��� 1��	��: ���� 
�!��
���� $ π/2 	�
�	��� ��� �� ���� 1�� �
 	�� �*	�� ��� (���� 9�� �	��� 1��	��: ���� �����
���� $ π/2 	� �	��� ��� ��
���� ,���
0,�*�� 	� �
*�� �� a1� ���
��� $ ����	��� ( �� �(� 4� ����� �� 	& �� ������������ ���� 	 ��		�	�
%�� �&����� �� ��	 ���
��� $ �;������ ��� ����	�
�� �� −fe/2 ��� 	� ���
�� !��"����
�	�

�1$1$ ������� ��� �4��� 2 �������

� !����
�� �� ����!��� �� z−1 �&���
� ��� 	� �� *����	 D

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b2z
−2

a0 + a1z−1 + a2z−2

��� ��		�	�� 	�� �	�� 
����������� ��������� ��� (���� �� �����
��
��� ��� �� ��D

H(z) =
b0 + b1z

−1 + b0z
−2

a0 + a1z−1 + a2z−2

B� ���� ������ ��� ����� �� *����	
�� a0 = 1� 4� *���� 	�� ����
��� ��
	
���� ������������ ����
����������� 	�� �7	��� �� �� ����� 	�� (���� ���� 	 !����D

z0 = ejθ0

z̄0 = e−jθ0

B� ����
� 	&�5�����
�� �� ����	� �� 	 !����
�� �� ����!���D

|H(f)|2 =
16b2

0 sin2
(

θ0+2πfTe

2

)
sin2

(
θ0−2πfTe

2

)
(
1 + r2

1 − 2r1 cos(θ1 + 2πfTe)
) (

1 + r2
1 − 2r1 cos(θ1 − 2πfTe)

)
� �*��� ��
���� ���������� 	�� ����	�� �� �����
������ �� ��������� �� �� 	 !����
�� H(f) �		�
�=��� ���� ��� ��		�	� �&����� � �		
��
"�� ����
� ��D

H(f) =
0.3758 + 0.7194z−1 + 0.3758z−2

1 + 0.2706z−1 + 0.2876z−2
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�1$1/ ������� �4��� 2 �������� ��

0����� ���� �� �� "�
  ��� �� ������������ ��� 	�� �7	������ ���
���"���� 
	 ��� !�
	� �� �������
	 !���� *����	� �� 	 !����
�� �� ����!��� ���,���� ����

H(z) =
z−2D(z−1)

D(z)
=

a2 + a1z
−1 + a0z

−2

a0 + a1z−1 + a2z−2

0���� !���� ���� �&
		���� �� *����	
��� $ �� ����� "��	���"���

4� ��
	
��� 	�� ����	��� �� ��*��,� #��� 	 �,�� �&���
�D

Φ(f) = ΦN (f) − ΦD(f)

�I N ���������� 	� ��������� �� � 	� �����
�����

Φ(f) = −4πfTe − 2ΦD(f)

�&�5�����
�� �� ΦD(f)  ��H$ ��� ������ ���� 	 ��		�	� �������� ������
���

�� �	�� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� �&���
�D

τ(f) = 2Te − 2τD(f)

�&�5�����
�� �� τD(f)  ��H$ ��� ������ ���� 	 ��		�	� �������� ������
���

� �*��� ��
���� ���������� 	� ����	� 9"�
 ��� �: �� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� ���� 	
��		�	� D

H(z) = H(f) =
0.2876 + 0.2706z−1 + z−2

1 + 0.2706z−1 + 0.2876z−2

��� 	 �=�� �*��� ��� ���
 ���������� 	� ����� �� ����*�
�� �� *����� �� 	 ��		�	� ��������
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�������� 		

����� ��� ������ �� � �����
������

� ����	 �� 	 ��$�
�
�� ��� $	���� ���

C� �	��� %�� 9%
�
�� ����	�� ��������: ��� �� �	��� ���� 	 ������� 
���	�
����		� �� ��������
"�&�� ���1�� ��
 �&�	������ ��� ��	��

-��� �� �	��� ���	� 	&�"��
�� �� ���������� �������		� 	
�� 	&������ xn �� 	 ����
� yn �� �	���
�&���
� D

yn =
N−1∑
i=0

bixn−i

> ��� 	� ���1�� �� ���3�
���� �� �	����
� !����
�� �� ����!��� �� (  ���� �	��� D

H(z) =
N−1∑
i=0

biz
−i =

+∞∑
n=0

hnz−n

� ������� 
���	�
����		� ��� 	
�� �5 ���3�
���� �� �	��� �� D

0 ≤ n ≤ N − 1 hn = bn

n < 0 hn = 0
n > N − 1 hn = 0

� %����
���� ��� $	���� ���

F -��� 	�� �	���� %�� ����5� 	 !����
�� �� ����!��� �� ( ���� �� ��	��7�� �� z−1� 	 ����
�
��
�� ��1
	
�� ��� ���H���� ���
����

F �	 ��� ����
1	� �� ��	
��� ��� �	���� %�� $ ����� �� ����� �� *����� ������� τ(f) = τ �

��� �	���� $ ����� �� ����� �� *����� ������� ���� ������� ��
	
��� �� ������
��
��� �����
"����
4� �;��� 	���"�� 	� ����� �� ����� �� *����� ��� ������� �� 	�� ����	�
��� �� 1��� ������
���� !
1	��� 	� �	��� �� ��!���� ���
"������ �� 	�� �
*��5 "�
 ��������� � 1��� ������� 4�
���
��	
��� 	�� !����� ��� 
���	�
��� ���� 1
�� ����������

?
��
 ���� �� �
*�	 �&������ xn �
����T�	 �� !��"����� f0 	� �
*�	 �� ����
� �� �	��� yn ��� ���
�
����T�� �� �=�� !��"����� �� ������� �� τ � 
��������� �� f0� �� ������ $ 	&������D

xn = sin(2πf0nTe)
yn = |H(f0)| sin (2πf0 (nTe − τ))

0� ����� τ �� ������ �� �� 	 !��"������
��� 	� �� �&�� �	��� $ ����� �� ����� �� *����� ������� �*	 $ τ 	 �,�� �&���
� D

∀ω ≥ 0 φ(ω) = −τω + φ0
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� �,�� ��� ���� 	
��
�� �� 3���
� �������� φ0 �� ���� ������� "�� 	�� �	���� D

φ0 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0
π/2
−π/2

����	� π

� &
'������ ����� �� $	���� ��� ( ����� �� ����� �� )����� �������

��� +	�����	� �	�� ��� �� ���� �� ������ �� #�	��� 	�� �	�����

� !����
�� �� ����!��� �� !��"����� �&���
� D

H(ω) = |H(ω)| ejφ(ω)

�� ����	� |H(ω)| ��� ��� !����
�� �
�� �� ω�
� �,�� φ(ω) ��� ��� !����
�� 
��
�� �� ω�

H(−ω) = |H(ω)| e−jφ(ω)

H(ω) = H(−ω)e2jφ(ω)

H(ω) =
N−1∑
i=0

bie
−jωiTe =

N−1∑
n=0

bnejωnTee2jφ(ω) =
N−1∑
n=0

bnejω(nTe−2τ)+2jφ0

C�� ��	��
�� ��
�
	� � ���1	��� ��� 	� �	��� ���� ���� 	�� ���3�
���� ���� ��	�� -��� "�&
	 �5
���
��� ��	��
�� ��� ��
�
	� �������� N ���3�
����� 
	 !�� "�� ���� �,"�� 
��
�� 
 �� 	 ����
���
����� 
	 �5
��� �� 
��
�� � �� 	 ���5
��� ����� ��	 "�� D

iTe = 2τ − nTe

0&��� $ �
�� D i + n = 2
τ

Te

0�� ��	�
��� ���� $ ���������� ����	� ��
0���� ��	�
�� �&��� ����
1	� "�� �
 	� ����� �� ����� �� *����� τ ���
�� D

2τ = kTe �I L ��� �� ���1�� ���
��

4� ����� 
 �� � ���� �����
� ����� � �� >��� 	 ���	� �	��� ����
1	� ���� τ ��� D

τ =
N − 1

2
Te.

-��� ����� �	��� �� τ � 	 ����
�
�� �5��
��� �� ����� �� *����� ������� �&���
� D

∀ω ≥ 0
N−1∑
i=0

(
bi − bN−1−ie

−2jφ0

)
e−jωiTe = 0

-��� "�� ����� ��	�
�� ��
� ���
��� 
	 !�� "�� D

∀i ∈ [0,N − 1] bi = bN−1−ie
2jφ0

4� ����� 	�� ���3�
���� ���� ���	�� ����� �"��
�� ����\�� "�� e2jφ0 ��� ���	�
0&��� $ �
�� "�&
	 �5
��� ���5 ����� �� �	��� $ ����� �� ����� �� *����� �������� ������������ $ D

φ0 =

{
0
±π

2

����	� π

�
 φ0 = 0 ∀i ∈ [0,N − 1] bi = bN−1−i

�
 φ0 = ±π

2
∀i ∈ [0,N − 1] bi = −bN−1−i
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4� ����	��
��� 	���"�� 	� ����� �� *����� ��� �������� 
	 ��� D

τ = N−1
2 Te

� �,�� ���� �&���
�� �� � !R���D

�� 1�� ���� �� �,�� ��� ����
 �� D ∀f ≥ 0 φ(f) = −πf(N − 1)Te

4� ��� �� �� D ∀ 
 ∈ [0,N − 1] bi = bN−1−i

B� �
� 	��� "�� 	 ������� 
���	�
����		� ��� �;	�
����1

�� 2��� ���� �� �,�� ��� ����
 �� D ∀f ≥ 0 φ(f) = −πf(N − 1)Te ± π
2

4� ��� �� �� D ∀i ∈ [0,N − 1] bi = −bN−1−i

B� �
� 	��� "�� 	 ������� 
���	�
����		� ��� ��
��;	�
����1

��
 /���� �� ����� !)� � ���	�� ������	������ 0��������

0�� �	���� ���� ��	� "�� D
∀i ∈ [0,N − 1] bi = bN−1−i

���� ����� �� ����*�
�� �� *����� ��� �������� ���� �,�� ��� 	
��
���

τ =
N − 1

2
Te

∀f ≥ 0 φ(f) = −πf(N − 1)Te

���5 �� ���� ����
1	��� ��
� N 9	� ���1�� �� ���3�
����: ��� �
�� ��
� N ��� 
��
��

�121! ��� ������ �;	�
���� �
 N ���

����"�� 	 ������� 
���	�
����		� hn ��� ������
"�� �� "�� 	� ���1�� �� ���3�
���� N ��� �
�� 	
!����
�� �� ����!��� �� !��"����� H(f) �&���
� D

H(f) =
N−1∑
n=0
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4� ����	��
�� D ���� NE� �� ��� !��=��� �����*�	
��� �� ������D

h0 = 0.3183 = 1/π
h1 = 0.5
h2 = 0.3183 = 1/π

�&�ID

H(z) = h0 + h1z
−1 + h2z

−2 =
1
π

(
1 + z−2

)
+ 0.5z−1

H(f) = exp (−j2πfTe)
[
0.5 +

1
π

2 cos (2πfTe)
]
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		���� hD(t) $ fe �� �� ��	�
�	
� �� Te� �� ����	�� hD(n) �
;��� �� ����	�� ���������
�� 	 *�
		� �&��,��
		���*� �� �������� �� 	&
����� t = 0� 	�� 
������ �&��,��
		���*� ����
�� ����D
t = nTe + Te

2

� �*��� ��
���� ���������� hD(n)�
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!����
�� 
��
 �1����� ��� 	� ����	�� ��	 hn �� ��� ����������� ��� 	 �*��� ��
�����

-10 -5 0 5 100

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

1

4� ����	��
�� D ���� N = 2 �� ��� !��=��� �����*�	
��� �� ������D

h0 = 0.4502 = 2 sin(π/4)/π
h1 = h0
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H(z) = h0 + h1z
−1 =

√
2

π

(
1 + z−1

)
H(f) = exp (−jπfTe)

√
2

π
cos (πfTe)

� �*��� ��
���� ���������� 	� ����	� �� 	 !����
�� H(f) �� �� 	 !����
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� 	 ,����� �5
�	�
��� ����	�
��� �� �
�
��� �� 9�,������� �� 6
11�:� � �*��� ��
���� 
		����� �� �,��������
�		� ���������� 	�� !����
��� �� ����!��� 9�� �]: �1������ ��� ��� !��=��� �����*�	
�� �� N = 50
���3�
���� �� N = 25 ���3�
�����
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H(f) 25 coef
H(f) 50 coef

��
 1��&	�� �� �,��&������	���#� �� ���������

C� �	��� %�� $ N ���3�
���� ��� ����� ��� ��� 	&
��
"��� ��� ����� 	
�
��� ��� 	� ���
��
�������	� 	� �,������ �� �,���� ������ �� �
�� "�� �� �	��� ��� ��!
������ ����
 D

F ��
� �� � ������� 
���	�
����		� D
hi i ∈ [0,N − 1],

F ��
� �� N �	���� Hk ��� 	� ���
�� !��"����
�	 D

Hk = H

(
f = k

fe

N

)
=

N−1∑
n=0

hn exp
(
−2πj

nk

N

)
.

��� �	���� hi ���� 	
��� �5 Hk �� 	 ��	�
�� D

hi =
1
N

N−1∑
k=0

Hk exp
(

2πj
ik

N

)
.

��� N �	���� Hk ������������� $ �� ��,��
		���*� �� 	 ����
��� ���
��� �� H(f) ��� �� ��
�&��,��
		���*� �*	 $ 	 	
�
�� �� �,���� D fe/N �

-� 
		���� 	 !����
�� H(f) ���� �&�5��
��� �� !����
�� �� ��� �	���� Hk �� 	 ��	�
�� D

H(f) =
1
N

exp (−jπf (N − 1) Te)
N−1∑
k=0

Hk exp (−jπk/N)
sin (πfNTe)

sin (πfTe − kπ/N)
.
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��
� HD(f) 	 !����
�� �� ����!��� "�� 	&�� ���
�� �����,���
C�� ��
��� ���� �
��	� �� ������
��� �� �	��� %�� �����,�� HD(f)� ����
��� $ ��,��
		�����
HD(f) ��� 	� ���
�� !��"����
�	 ��� �� �� �&��,��
		���*� �*	 $ fe/N � 0�� ��,��
		���*�
!����
� N �	���� Hk $ ���
� ���"��		�� �� ���� �	��	�� N �	���� hi �� ��� +���!����� �� %���
��
�
������ �������� �� �	��� %�� 
��
 �1����� �������� ��� ������ e(f) = H(f)−HD(f) ��		� �5 ��
���
�&��,��
		���*� �� ��
� ����� ��� ��
����

(8�	��� ��	����� 6

0���
������ 	� �=�� �5���	� "�� ���� 	 ���,��� ����������D
0	��	 �&�� ���� � 1� �� 1��� �� ����
�
�� 		�� �� � U,( $ � U,(� ���� ��� !��"����� �&��,��
�
		���*� �� �� U,( �� �� ���1�� N �� ���3�
�����
B� �,�
�
� ����� !����
�� �� ����!��� ���
���� ��� !����
�� HD(f) �
�� �� ���
��� fe = 10Khz� ���
	 ����
��� ���
��� HD(f) ��� �*	� $ � �� � $ ��# U,(� ��		� �� ��# U,( $ .�# U,(� ��
� �*	� $ � ��
.�# $ �� U,(�

f en Khz
2,5

1

HD(f)

7,5 10

0� >E#
B� ��,��
		���� HD(f) ��� �� �� �� !��"����� �*	 $ fe/5� ��
� � U,(� B� �1�
��� # �	���� Hk D

H0 = 1, H1 = 1, H2 = 0, H3 = 0, H4 = 1.

�� ��� # �	���� !��"����
�		�� �� �	��	� # �	���� �������		�� hi ������������ $ 	 ������� 
���	�
�
����		� �� �	��� %�� �,���,��

hi =
1
N

4∑
k=0

Hk exp
(

2πj
ik

5

)
.

�&�I D

h0 =
3
5

= 0,6

h1 = 0,3236
h2 = −0,1236
h3 = −0,1236
h4 = 0,3236
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��� ���5 �����,�� ���������� �
������� D ���,��� �� 	 !��=��� �� ���,��� �� 	&��,��
		���*� ��
!��"������ ���� ��������
�	��� ��� 	� �� �� �	��	 �&�� �	��� %�� �� ���� ��� �
3��	�� �	��	�� ��
�	��� ���
��� � ���� �� 	 ����� L2 �� L∞�

��� +����� �,�� ����� !)� 	������ �	�� �� �	��� L2

0���� ���,��� �	��	� 	� �	��� �� !����
�� �� ����!��� H(f) ��		� "�� D

J =
fe∫
0

(H(f) − HD(f))2 df ��
� �
�
����

�
 	�� ���3�
���� ���
�
��� ���� 	�� bi� 
	 �&*
� �&�� ��
���� "����
"�� �� �&�� �
��	� ���1	���
�&���
�
��
�� 	
��
��� �� �	��� ���
�	 �&����� N − 1 ��� 	� �	��� �� ���3�
���� bi 9����	��� "��
���� �� �	��� %�� bi = hi: ��	� "�� D

∀i ∈ [0,N − 1]
∂J

∂bi
= 0.

�	 ��3� ���� �� �������� �� ������� �� N �"��
��� 	
��
����
4� ���
"�� 	� ��
���� J ��� �	��	� ��� ��� *�
		� �� !��"������ ��� �� �� �&��,��
		���*� 
�!��
���
$ fe/N � +��
"������ D fe

NM �� D

J =
NM−1∑

n=0

(H(fn) − HD(fn))2 =
NM−1∑

n=0

e

(
n

fe

NM

)2

.

B� ���� �&���� ��� ���,�� ��� �������
�� W (n) $ �,"�� ��,��
		�� !��"����
�	�

J =
NM−1∑

n=0

e

(
n

fe

NM

)2

W (n)2.
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�� ���1	��� ���� =��� ����	� ��
� �� ��
��� �
������ ��
� �� ��
	
��� ��� ���,���� 
����
���� �����
	&	*��
�,�� �� *��
����

��� +����� �,�� ����� !)� 	������ �	�� �� �	��� L∞

B� �,���,� 	� �	��� �� !����
�� �� ����!��� 89!: "�
 �
�
�
�� 	� �5
��� �� 	&������� �&��� $ �
��
���
��� ���� 	� ��
���� J D

min (max (|H(f) − HD(f)|))
min (max (|e(f)|)) e(f) =H(f) − HD(f)

0� ��
���� ��� ��	�� ��� ��� *�
		� �� !��"�������

C�� ���,��� �3��� ���� �������� �� ���1	���� ��� 	� �� �� �	���� %�� $ ����� �� ����� ��
*����� �������� ����
��� $ ��
	
��� 	&	*��
�,�� �� ����(�
4� �;��� 	 !����
�� �� ����!��� !��"����
�		� ��� �	��� %�� $ ����� �� ����� �� *����� �������� ����
���H���� �&���
�� ���� 	 !����D

H(f) = Q (f)P (f) .

�I D
F Q(f) ��� ��� !����
�� �� f "�
 �� ������ �� ��� ���3�
���� �� �	����
F P (f) ��� ��� ���1
�
��� 	
��
�� �� !����
��� �� ���� cos(2πfnTe)� 	�� ���3�
���� �� �����

���1
�
��� 	
��
�� �������� ��� ���3�
���� �� �	��� �� ��
��� �
��	��
��� �
������ !����� ����
1	�� �� Q(f) �� �� P (f) ��� ��� ���� ��� 	� �,�
��� ��� 	&����� ��� �	���� %��
$ ����� �� ����� �� *����� �������� 4		�� ���� ����	��� ��� 	� �1	�� ��
���� �I N ���������� 	�
���1�� �� ���3�
���� �� �	��� D

+��� �� �	��� Q(f) P (f)
N 
��
��
������� 
���	�
����		� ������
"��

e(−πjf(N−1)Te)
(N−1)/2∑

n=0
rn cos (2πfnTe)

N �
��
������� 
���	�
����		� ������
"��

cos (πfTe) e(−πjf(N−1)Te)
N/2−1∑
n=0

gn cos (2πfnTe)

N 
��
��
������� 
���	�
����		� ��
������
"��

sin (2πfTe) e(−πjf(N−1)Te)
(N−3)/2∑

n=0
cn cos (2πfnTe)

N �
��
������� 
���	�
����		� ��
������
"��

sin (πfTe) e(−πjf(N−1)Te)
N/2−1∑
n=0

dn cos (2πfnTe)

��� ���3�
���� rn� gn� cn� dn ���� 	
�� �
��	����� �5 ���3�
���� bn �� �	����
B� ���� e(f) 	&������ �������� ����� H(f) �� HD(f) D

e(f) = W (f) (H(f) − HD(f)) .

W (f) ��� 	 !����
�� �� �������
���
4� ����	R�� H(f) �� ��� �5�����
�� �� !����
�� �� P (f) �� �� Q(f)� 0���� ������ �&�5��
�� �� D

e(f) = W (f)Q(f)
(
P (f) − HD(f)

Q(f)

)
= W̃ (f)

(
P (f) − H̃D(f)

)
.

�� ���1	��� ���
��� ���� $ �����,�� � ���� �&�� ��
���� �� ��,�1��,�; ������� ��� !����
�� H̃D(f)
�� ��� !����
�� P (f) "�
 �&�5��
�� ����� ��� ���1
�
��� 	
��
�� �� !����
��� �� ���� cos (2πfnTe)�

�� ��
���� ��� ���
�
�� ��� ��� *�
		� �� !��"������ fn�
�� �,������ �&	������� ���� =��� ��
	
�� 
�
�

�����	� �4��
������

�
 P (f) ��� ��� ���1
�
��� 	
��
�� �� K !����
��� cos (2πfnTe)� ��� ����
�
�� ������
�� �� ��!�
����� ���� "�� P (f) ��
� 	 ��
		���� ����5
��
�� � ���� �� +�,�1��,�; ������� �� 	 !����
��
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H̃D(f) ��� �� 
�����		� I ���� �����1	� ������ �� [0,fe/2] ��� "�� 	 !����
�� �&������ e(f) ��������
K + 1 !��"������ ��� 	&
�����		� ���� 	��"��		�� 	� ����	� �� P (f) ���� �� �� �5������ ���� 	�
�
*�� 	������ 0&��� $ �
�� "�&
	 �5
��� K + 1 !��"������ fi ��		�� "�� D

f1 < f2 < · · · < fK+1.

e (fi) = −e (fi+1) = (−1)i max
f∈I

(e (f)) .

��� 	 ��
�� �� ���� D δ = maxf∈I e (f)
�&	*��
�,�� �� ����( 9�� �� -�L� <�0	�		�: ������ �� ������
��� �� !R�� 
����
�� 	�� !��"������
fi D

F B� ��� �&�� �����1	� "��	���"�� �� UV� �	���� fi �� �� �	��	� 	 �	��� ����
���
4� �;�� 	���"�� 	 ���
�
�� ��� !��"������ �5����	�� ��� �5��� 	 �	��� �� δ ��� �����
"������
������
��� �� 	�� ��	�
���D

∀i ∈ [0,K] e (fi) = (−1)i δ

0�� ��	�
��� !������ �� ������� �� (K + 1) �"��
��� 	
��
��� $ (K + 1) 
�������� 9rn� gn� cn�
dn: �� δ�

F ��� �	���� �� 	 !����
�� P (f) ���� �1������ �� 	 !����	� �&
������	�
�� �� �*��*��
B� ��
	
�� 	�� �	���� �5����	�� �� �� ��	��7�� ����� ����� ���� ��� �����		� 
����
���
� �	��� �� δ �*����� $ �,"�� 
����
���
B� 
��������� 	� ��������� 	���"�� 	 ��
�
�� �� δ �&��� ���� $ 	&���� ���1� �� ������� �&��
���
	 �5� $ ��
��
�

����"�� 	&�� ����
� 	�� K + 1 !��"������ ���
�	�� �� 	 �	��� �� 	&�5������� 	 �	��� ��� ���
�3�
���� 9rn� gn� cn �� dn: �� ������
�� �� ����	��� �� �
��	� ������� 	
��
��� ? ���
� �� ��� K
���3�
���� �� ���� ������
��� 	�� K ���3�
���� bi �� �	����

����"�� ��� 	� ���1�� �&�5���� �� e(f) D
� !����
�� P (f) ��� ��� ���1
�
��� 	
��
�� �� K !����
��� ���
���� �	 ��� �	
� "�� ��� 	&
�����		�
[0,fe/2]� 	 !����
�� cos(2πf(K − 1)Te) 9�� ���� 	 !����
�� e(f) ������� � �	�� K �5����� B� 
	 � 
K +1 
��������� <
� �� *����	 	� *1�
� ��� ����
�� ��� ��� 
�����		�� �
�H�
���9(���� �� ����
�
��:
�� �� �� !
� �� �� �� �5������ �� �,"�� !��"����� 	
�
��� ?
��
� �� �����1� ��� ����
 �� ���
1��� ������ �� !��"������ 	
�
��� [0,f ]

1 �� ��� 1��� ������� �� !��"������ 	
�
��� [f2,fe/2]� ���
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-��� �� �	��� $ N = 5 ���3�
����D
B� ���� H(z) 	 !����
�� �� ����!��� ���,���,���

H(z) = ho + h1z
−1 + h2z

−2 = h0

(
1 + z−4

)
+ h1

(
z−1 + z−3

)
+ h2z

−2.

H(z) = z−2
[
ho

(
z−2 + z+2

)
+ h1

(
z−1 + z+1

)
+ h2

]
.

H(f) = exp (−4πjfTe) [2h0 cos (4πfTe) + 2h1 cos (2πfTe) + h2] .
P (f) = [h2 + 2h1 cos (2πfTe) + 2h0 cos (4πfTe)] .
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�� �o1
B� �,�
�
�� ����� !��"������ �5����	�� fi �  !��"������ "��	���"��� ����� � �� fe/2�

f0 = 0, f1 = 1,5Khz, f2 = 3Khz, f3 = 4,5Khz.

� �	��� δ ��
� ���
��� 	�� �"��
��� ��
����� D

P (f0) = 1 + δ

P (f1) = 1 − δ

P (f2) = +δ

P (f3) = −δ.

0&��� $ �
�� D

2h0 + 2h1 + h2 = 1 + δ

2h0 cos (4πf1Te) + 2h1 cos (2πf1Te) + h2 = 1 − δ

2h0 cos (4πf2Te) + 2h1 cos (2πf2Te) + h2 = δ

2h0 cos (4πf3Te) + 2h1 cos (2πf3Te) + h2 = −δ

4� ��	����� D ⎛
⎜⎜⎜⎝

2 2 1 −1
2 cos (4πf1Te) 2 cos (2πf1Te) 1 1
2 cos (4πf2Te) 2 cos (2πf2Te) 1 −1
2 cos (4πf3Te) 2 cos (2πf3Te) 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎜⎝

h0

h1

h2

δ

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1
1
0
0

⎞
⎟⎟⎟⎠

�&�I D
h0 = 0,0271
h1 = 0,3446
h2 = 0,4342
δ = 0,1775
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�� P (f) ������������� ��� ����������� ��� 	 �*��� ��
���� D

0 1000 2000 3000 4000 5000
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

fréquences

P(f)

fo f1 f2 f3

�����
�� �o2
0���� �� 	� ����"�� ��� 	�� � !��"������ fi ���	�� f0 �� f2 ���� ��� �5����� -��� 	 ���5
���

����
�� �� �,�
�
�  �����		�� !��"������ fi D
f0E�9�5:� f1E� U,( 9�
�:� f2E� U,(9�5:� f3E# U,(9�
�:�



� ������ ��� ��
��� &�( ���� %�

4� �� ��
���� 	� ��������� ����������
� ����	��
�� �� ������� $  �"��
��� 	
��
��� ���� ����� D

h0 = 0
h1 = 0,3820
h2 = 0,5
δ = 0,2639

B� ���� �1������ "�� δ  �*������ �&���� ��� 	� �,������ �� ������*���� ���� ���
�� 	&	*��
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� ����1� P (f) ������������� ��� ����������� ��� 	 �*��� ��
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H(z) = 0,382z−1 + 0,5z−2 + 0,382z−3

-��� �� �	��� $ N = 7 ���3�
����

B� ������� 	� �=�� 	*��
�,��� ���� 	�� �=��� ����
���
��� �
� ���� �	��	�� �� �	��� $ . ���
�3�
�����

P (f) = [h3 + 2h2 cos (2πfTe) + 2h1 cos (4πfTe) + 2h0 cos (6πfTe)]
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�
� # !��"������ �5����	�� D f0E� U,(� f1E� U,(� f2E� U,(� f3E� U,(� f4E# U,(�

� ����	��
�� �� ������� $  �"��
��� 	
��
��� ���� ����� D

h0 = −0,1118
h1 = −0,0264
h2 = 0,3618
h3 = 0,4573
δ = −0,0955

� ����1� P (f) ������������� ��� ����������� ��� 	 �*��� ��
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B� �1����� ��� 	 ����1� P (f) "�� 	 !��"����� f1 �� ���������� �� $ �� �5������� B� ����	��
���� f1 �� 	 !��"����� f1E���/ ,( "�
 ���������� $ �� �5
���� �� �=�� �� ����	�� f4 ��
f4E�/.. "�
 ���������� $ �� �
�
���� 4� �� 
���� 	�� �	��	�� � ��	��
�� �� ������� 	
��
�� ����� D

h0 = −0,1182
h1 = −0,0031
h2 = 0,3176
h3 = 0,4950
δ = −0,1124

B� ����"�� "�� δ  �*������ � ����1� P (f) ��� ����������� ��� 	 �*��� ��
�����
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f1E��2/�/ 8( �� f4E�.���. 8(� � ��	��
�� �� ������� 	
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�� ��� D

h0 = −0,1196
h1 = −0,0001
h2 = 0,3132
h3 = 0,4999
δ = −0,1130
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f4E�.���� 8(� � ��	��
�� �� ������� 	
��
�� ���D

h0 = −0,1196
h1 = −0,0000
h2 = 0,3131
h3 = 0,5000
δ = −0,1130

δ �& ���
"������ �� �*������ �� ���
�� �&��=��� 	&	*��
�,��� B� ���� ����"��� "�&
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H(z) = −0.1196 + 0.3131z−2 + 0,5z−3 + 0.3131z−4 − 0,1196z−6 .

B� ���� ����� "�� 	�� ���3�
���� �&
��
�� 
��
� ���� ��	�� ��! 	� ���3�
��� �����	� 0&��� ���
�����
��� *����	� ��� �	���� %�� ���
�1��� $ �,�� 	
��
�� �� ���1�� 
��
� �� ���3�
�����

��� �	��	� ��� ��� !
�� ��� �������
��� �&��	
���� �5
�	� ��� ����	�
��� ��	�� �� 1���
������  ���� 	 �=�� �	��� "�&�� 1��� �������� �
 	� *1�
� �� �	��� ��� ��	 "�� 	�� ��	
�����
�5
�	�� ��� ����	�
��� �� 1��� ������ �� �� 1��� ������� ��
���� =��� �������
������ p �� a�

	 ��3� �&��
	
��� 	&	*��
�,�� �� ����( ��� ��� �������
��� wp �� 1��� ������ �� wa �� 1���
�������� ��		�� "�� D

wp

wa
=

δa

δp
.

(8�	��� �� ������ �4�� ��
� �� =����
6

� !����
�� �� ����!��� �,���
"�� �&�� �	��� �� 8
	1��� ��� D

H(f) = −j�
*�(f).

0&��� $ �
�� "�� ��� ����	� ��� ������� �� �*	 $ �� �� "�� � �,�� ��� ±π/2�
)��� �� ���� �	��	�� �� �	��� %�� $ ����� �� ����� �� *����� �������� �����,�� �� �	���

�� 8
	1���� �� �,�
�
� ���� ��� �
���� ��
������ �� �	��� $ ������� 
���	�
����		� ��
������
"��� 4�
�;��� ��  �� ������������ "�� ���� 	�� �	���� $ ������� ��
������
"�� �� 	��*���� N � 	 �,�� ���
�� 	 !���� D

φ(f) = ±π

2
− πjf(N − 1)Te.

���� f �������� $ 	&
�����		� [0,fe/2]�
B� ����
� �� 
�����		� �� !��"����� ��� 	�"��	 �� ���,
�� "�� 	� �	��� �������� 	�� ������
��
"���

�� �	��� �� 8
	1���� �	 ��� 
��������� "�� ��� 
�����		� ��
� ������
"�� �� ������ $ fe/4� �� ��� ��
�� �� ���3�
��� ��� ���5 ��� ��	�
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−δ ≤ W̃ (fi)
[
H̃(fi) − P (fi)

]
≤ +δ

fi ∈ [0,fe/2]

��
hn = 0 �
 n = iK �� n �= 0

��� !��"������ fi �����
����� 	 *�
		� ��� 	"��		� �� !
� 	&���
�
��
���
B� ���� ��!����	�� 	� ���1	��� ��D

min δ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−W̃ (fi)P (fi) − δ ≤ −W̃ (fi)H̃D(fi)
W̃ (fi)P (fi) − δ ≤ W̃ (fi)H̃D(fi)
fi ∈ [0,fe/2]
n = iK,n �= 0 ⇒ hn = 0
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x ∈ [xi,xi+1[ ⇒ Q(x) = yi

xmax-xmax

x
i

x
i + 1

y
i
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xi+1 − xi = q = �� �� "���
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q =
2xmax

2N

B� ����
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Γ =
xmax

σx
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Γ = 2 ⇒ pD = 0.045
Γ = 4 ⇒ pD = 0.00006
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eg = x − Q(x)

|eg| ≤ q

2
���� ����
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������ *����	��� �� ���� �	��	�� 	 �	��� ������� �� 	&���� ���� ��
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E(eg) = 0
E
(
ee
g

)
= σ2

g = q2
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*�	 σ2
x �� 	 ��
�����

�� 	&������ �� *���	�
�� σ2
g ���� �&�5��
��� �� ���
1�	� �� 	 ��	�
�� ��
���� �I N ���������� 	�

���1�� �� 1
�� �� �������
����� D

RSBdB = 10 log10

(
σ2

x
σ2

g

)
RSBdB ≈ 10 log10

(
σ2

x

)
+ 6N − 10 log10

(
x2

max

)
+ 10 log10

(
3
2

)
RSBdB ≈ +6N + 10 log10

(
3
2

)
− 20 log10 (Γ)



� (�������
�
	�� �����	��� �3�� �	���� ���� 0%

�� ������ �
*�	 ��� 1��
� �� �] ������ ���� �� !R�� 	
��
�� �� 	 ��
����� �� �
*�	 �� �]� �	 ���
�&���� �	�� *��� "�� 	 ��
����� �� �
*�	 ��� *�����

.���
����
��� �����
�	����
� "���
���
�� �� ���� 	�*�
�,�
"�� ������ �&�1���
� �� ������ �
*�	 ��� 1��
� �� "���
���
��
$ ��� ���� ������� "��	"�� ��
� 	 ��
����� �� �
*�	� �&���� ����� 	�� ���
	� �� ���
�
�� �&��� ��
�������� �	 ���\� 	�*�
�,�
"������ �� !����
�� �� 	&��	
���� �� �
*�	 $ "���
���� C�� "���
��
��
�� 	�*�
�,�
"�� ���� �� ��	
��� �� ��� ��������
�� ��� ��	
����� ��
�
� �&��� "���
���
��
��
!����� ��
� �&��� �5���
�� ��� ��	
������
��
� �� ��������
�� �5���
�� D

 Compression Quantification

uniforme

Expansion
x Q(x)=C

-1
(z)

y=C(x) z

� 	�
 �� ��������
�� ��� ����� C(x)� � 	�
 �&�5���
�� ��� 	&�����
�� 
�������

−xmax ≤ x ≤ xmax y = C(x) x = C−1(y)

� 	�
 �� ��������
�� ��
� �����,�� �&��� !����
�� 	�*�
�,��� ���5 	�
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�� C(x) !
� 
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� ��� �������� ���	�� A�

C(x) =
A |x|

1 + log (A)
�
*�(x) 0 ≤ |x|

xmax
<

1
A

C(x) = xmax

1 + log
(

A|x|
|xmax|

)
1 + log (A)

�
*�(x)
1
A

≤ |x|
xmax

≤ 1

A = 87.56.

�����
��
�� �� 	 	�
 μ

� ����
�
�� �� 	 	�
 μ !
� 
�������
� ��� �������� ���	�� μ D

C(x) = xmax

log
(
1 + μ|x|

xmax

)
log (1 + μ)

��� μ = 255
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x *��� D RSBdB ≈ 6N + 4.77 − 20 log (1 + ln A)

x ���
� D RSBdB ≈ 6N + 4.77 + 10 log
(

A

1 + ln A

)
− 20 log(Γ)

Γ =
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x ≥ 0 ⇒ x =
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���� �� 	&��
�
�� �� ���1��� !���
���
��� �� �
�*�	� �5�� 
	 !�� ����� �� ���
�	 	
*��� 	��
�
�*�	��� � ����� �� � ���1��� �� !���� Qk ����� �� ����	�� �� !���� Qk D

Qk + Qk ⇒ Qk

���	������	��� �� � ������� ����	��������� �� ������ ���

�� �����
� �� ���1��� �� �
�*�	� �5� ��� N 1
�� ����� �� ����	�� ��� 2N − 1 1
��� 4� ����� ��
���
�	� 	� ���1�� �� 1
�� !���
���
��� 9���� 	 �
�*�	�: �� ����	�� ��� �*	 $ 	 ����� ��� ���1���
�� 1
�� !���
���
��� ��� � �������� D

QkxQk′ ⇒ Qk+k′

21�12 �������
�
��� ������ ��� ��	��� 0��
�������� �� 3����� C�

��
�

��� 	 ����������
�� 1
�
�� �� �
�*�	� @������ �� ����
�
�� ��
� ��� N 1
��� �� ���1�� x ���
���������� �� ��� ���
��� M �� �� �5����� E�

x = M2E .

-��� ��� ����������
�� ��� N 1
��� � ���
��� M ��� �5��
��� ��� m 1
��� �	 	&�5����� E ��� e
1
��� ��� N = m + e�
� ���
��� < ��� �� *����	 ����	
���� �� �5���	� D

1
2
≤ |M | < 1

����� �� ������� ��������	�����

��� N 1
��� ��� m 1
�� ���� 	 ���
���� e 1
�� ���� 	&�5����� �� ��� ���
��� ����	
��� ����� ��#
�� �� �� ���� ����������� ��� ���1��� ���� 	 �	��� 1��	�� ��� �����
�� ��� 	&
�����		� D[

1
2
2−2e−1

,
(
1 − 21−m

)
22e−1−1

]
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,$��/�� �
 |x| >
(
1 − 21−m

)
2(2

e−1−1)

0
���/�� �
 |x| < 1
22−(2e−1)

��	�����	�	��� �� �� ��������	�	��� ������� ������  �		��	�

��� ���1��� ����������� ��� ��� ����������
�� �� �
�*�	� @������ ���� �����
� ��� ��� ��,�		� ���
	
��
��� ����� 
��
"��� ��� 	 �*��� �
��������� ���� 	�� ���1��� ���
�
!� D

0xmin2xmin4xmin8xmin

2
2m−

valeurs

2
2m−

valeurs

0xmin2xmin4xmin8xmin

2
2m−

valeurs

2
2m−

valeurs

?
��
 ���� 	�� ���1��� ���
�
!�� 	 �	*� �� �	���� ���������1	�� �����
��� ����� xmin = 1
22−2e−1

�� xmax =
(
1 − 21−m

)
22e−1−1 ��� ���*�� �� 
�����		�� �� 	�*��� �� ���*����
�� *������
"�� ��

�
��� �*	� $ �� 0,"�� 
�����		� ���������� $ ��� �	��� �� 	&�5����� E �� ����
��� 2m−2 �	����
����
��� �5 �
;������� �	���� ���
�
��� ����
1	�� �� 	 ���
��� ����� ��# �� � ��� � 1
��� � 	�*���
�� ����
�� 
�����		� ��� �*	� $ xmin�

B� ���� ����"��� "�� 	 ����
�
�� 1��	�� �� 	 ����������
�� ��� ��
		���� ���� 	�� �	���� ��
!
1	� ��	
���� "�� ���� 	�� �	���� �� !���� ��	
�����

��� 	� ����
�� 
�����		� [xmin,2xmin] 	&������ �� ����������
�� ��� 
�!��
���� $ 2−2e−1
21−m� ���

	� ����
�� 
�����		� [0.5xmax,xmax] 	&������ �� ����������
�� ��� 
�!��
���� $ 22e−1−121−m �
� ����
�
�� ��	�
�� ��� $ ��� ���� ���������
-��� �� ���1�� �� 1
�� ������ 	� ���1�� �� 1
�� �� 	 ���
��� ������
�� 	 ����
�
��� 	� ���1�� ��
1
�� �� 	&�5����� ������
�� 	 ����
"��� � ����
"�� D� �� �	�� ����
������ 	� ������ ����� 	
�	�� *���� �� 	 �	�� ���
�� ��� �	���� ���
�
��� �5��
�1	�� �5��
�� �� �]� ���D

D = 20 log10

(
2
(
1 − 21−m

)
22e

)
≈ 6 (2e + 1) dB

45���	� �� ����������
�� �� �
�*�	� @������ ��� / 1
�� ��� m = 5 �� e = 3
B� ������� "�� 	 ���
��� �� 	&�5����� ���� �5��
��� �� ����	����� $ � �� "�� 	 ���
��� M ���
����	
��� 1

2 ≤ |M | < 1� B� ������� �� �	�� "�� 	 ���
��� ��� ���
�� ��� 	&�5����� D <4�

�� �1	�� ��
��� ����� "��	"��� ����������
��� �� 	���� �"�
�	����� ���
�	�� D

����������
�� 1
�
�� D
<��
��� <� 45����� 4

A	��� ���
�	� M2E

����� ��� ��.#
����� ��� ��� '/.#
����� ��� �.
����� ��� ������#
����� ��� .�#

-��� ����� ����������
�� 	�� �	���� ���
�
��� �5��=��� ���������1	�� ���� ������# �� .�#�
-� 
		����� 	 ����������
�� ��� �� ���1�� ��
 �� 1
�� 
������
� ��� ������� �� �1	�� ��
���

����� "��	"��� �5���	�� �� ���1��� ���	�� 	���� ����������
�� ��� / 1
�� �� �
�*�	� @������ 9�E# �
�E�: ��� 	&�"�
�	���� ���
�	�� �� 	&������ ����
�� �� ����� ����������
��D

A	��� ���		� < 4 4"�
�	���� ���
�	� 4����� ����
��
�K� ����� 9��'/.#: ��� 9��: ��'/.# 5 2−1 E ��� �.# ����� �''����  %√

2 ����� 9��'/.#: ��� 9�: ��'/.# 5 21 E ���.# �����2���#��� ��..%
π ����� 9��/��#: ��� 9�: ��/��# 5 22 E ���# ����/ �.� ��� �� e√
50 ����� 9��/.#: ��� 9�: ��/.# 5 23 E . ���.��'./���� �e
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-��� H����� � ���1��� A �� B �� �
�*�	� @������� �	 !�� ������	
��� 	� ���1�� 	� �	�� ���
�
9B: D

A + B = MA2EA + MB2EB =
(
MA + MB2EB−EA

)
2EA

0���� ������	
��
�� ����	
"�� 	�� �����
��� �� ������ $ ��� ��
�
�� �� �
�*�	� �5� �� !
�
������ �� 	 ����
�
�� ��� 	 ����������
�� �� �	�� ���
� ���1�� $ ���� �� 	&�����
 �� 	 ���
����

���	������	��� �� ������  �		��	�

��
� � ���1��� A �� B �� �
�*�	� @������� �� ���� ���
�� D

AB = MaMb2Ea+Eb = M2E

�	 !�� ����	
��� 	� �����
� ��� ���
���� MaMb �� ����
*�� 	&�5������ ���� �1���
� M �� E�
�	 !�� 2m− 1 1
�� ���� �5��
��� �5������� M � �	 !�� e + 1 1
�� ���� �5��
��� E� �
 �� ����"��

M $ m 1
��� 	&������ 1��	�� �*����� �
���

21�1� ��	������� 3����� �8� 3����� C�

��
�

� �����
��
�� �
�*�	� �5� ��� N 1
�� ���������� $ ��� ��,�		� 	
��
�� �� $ ��� "���
���
��
��
!����� � �����
��
�� �
�*�	� @������ ��� N 1
�� ���������� $ ��� ��,�		� ��� 	
��
�� �� ����
*����
�� *������
"�� �� �
��� � �� $ ��� "���
���
�� ��� ��
!���� �� ���� "��
 	�*�
�,�
"���

(�� �� ����
����
��� �� 3����� �8�
��
� x ��� �	��� ���		� �� � ����������
�� �� �
�*�	� �5� ��� N 1
�� �� !���� Qk� B� ������� "��

x ��� 
�!��
��� $ xmax 	 �	�� *���� �	��� ���������1	�� ���� ����
��� ,����,���� ���( *����	��
��� 	 �
���
1��
�� �� x� �� ���� ����
����� "�� 	&������ � �� ����������
�� ��� ��� ��
1	� ��
!����
�� �� ���� ���
�� D

d = x̂ − x 9�����
:

|d| ≤ q

2
-��� |x| ≤ xmax

q = 2−k

xmax = 2N−1−k − 2−k = q
(
2N−1 − 1

)
E(d) = 0

E
(
d2
)

= σ2
d =

q2

12

RSBdB = 10 log10

(
σ2

x

σ2
d

)

RSBdB ≈ 10 log10

(
σ2

x

)
+ 6N − 10 log10

(
x2

max

)
+ 10 log10

(
3
2

)

(�� �� ����
����
��� �� 3����� C�

��
�
��
� x ��� �	��� ���		� �� x̂ � ����������
�� �� �
�*�	� @������ ��� N 1
�� ��� m 1
�� �� ���
���

�� e 1
�� �&�5������ B� ������� "�� x ��� 
�!��
��� $ xmax 	 �	�� *���� �	��� ���������1	�� B�
���� ���
�� D

d = x̂ − x 9�����
:

dm = ������ �&�����
 ��� 	 ���
���

0 ≤ |dm| ≤ 1
2
2−(m−1)

dr = ������ ��	�
�� ��� 5 E
d

x
=

dm

M

|dr| ≤ 2−(m−1)
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dr ��� �� 1��
� 1	�� ��� �����	� ��� x

d = x̂ − x = xdr

σ2
d = σ2

xσ2
dr

RSBdB = 6m + 1.44

��
 	� ��] �� ������ �� �� 	 ��
����� �� �
*�	� $ 	 �
;������ �� 	 ����������
�� �� �
�*�	�
�5��

� �*��� ��
���� 
		����� 	� ������ �
*�	 ��� 1��
� �1���� ��� N E�' 1
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�
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"�� � !�
� 	� ������ �� �] ����� 	 �	�� *���� �� 	 �	�� ���
�� ��	
���� ���
��		� ���������1	���

A
�*�	� �5� N 1
�� %���� Qk A
�*�	� @������ N 1
��� M
��� m 1
�� �� E ��� e 1
��

����
"�� 'N �]
20 log10

(
2
(
1 − 21−m

)
22e)

≈ 6 (2e + 1) dB

45���	� �����
"�� ���� N E�� 1
��
�&�5���	� ��
��� ������ 	 ����
"�� �� 	 ����
�
�� �1������ �� �
�*�	� �5� �� �
�*�	� @������
���� N E �� 1
���

A
�*�	� �5� N E�� A
�*�	� @������ N E�� � E � � E /
����
"�� b109 b 1077
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�
�� -���
�
�� �5 b 2 �
*
�� ����
�
�� ���H���� b. �
*
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*�� �� �� 	 !���
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���� D

5 E �/ E ��.# 24 → � �������� ��������

0&��� $ �
��D

� E � ���1�� ���
�
!
4 E  ��� ���������� �� 1
�
�� ���	� ��� �� 1

� �� ��.� �	 ���

���� �5��
�� �� 	 ����������
�� 1
�
�� ���� �� 127+4 =
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�
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����
�� ������
��� �� 	 !����
�� �� ����!��� �� z H(z) ��
���� D

H(z) =
0,2011 + 0,1829z−1 + 0,2011z−2

1 − 0,7683z−1 + 0.4248z−2
.

�&�"��
�� �� ���������� ������������� ��� D

yn = 0,2011xn + 0,1829xn−1 + 0,2011xn−2 + 0,7683yn−1 − 0,4248yn−2.

� ���	������
�� �� ����
�
�� $�
�

0���� ����
�� ��
�� ��� "����
�� ��	�
��� $ 	&
��	������
�� �� ����
�
�� ��
�� 4		� 1���� 	
	
�
��
�� �� 	 ����
�
�� ��� ���3�
���� �� �	��� �� ��� ��������


�� $�������	� �� �� ������	� �� �	�6�����

B� �&
�������� �
������ � 1��
� �� �	��	 
������
� �� 	 	
�
��
�� �� ���1�� �� 1
�� ���� 	
����������
�� ��� ���3�
����� B� �� 	
�
�� � �� �&��� 
��	������
�� �� !���� �5� "�
 ��� 	� ��
	� �	�� ��
�
"���
B� ���� D

F BC 	� ���1�� ���	 �� 1
�� ���� 	 ����������
�� ��� ���3�
�����
F BCE 	� ���1�� �� 1
�� ���� 	 ���
� ���
��� ��� ���3�
�����
F BCF 	� ���1�� �� 1
�� ���� 	 ���
� !���
���
�� ��� ���3�
�����

� ����
1
	
�� �� �	��� $ 	 ����
�
�� ��� ���3�
���� ������ �� 	 ��������� �� �	���� �� ��
���
*����	�� 	�� ���������� �
������ ������ �	�� ����
1	�� "�� 	�� ���������� ������������ 4� �;��� 	 ����
�
"�� ��� ���;�
���� ���� ��� ��������� �
����� �&��� �� 	
�
��� �� 	� ���1�� �� 1
�� ������
�� ����
	 ���
� ���
��� ����� =��� 
�������� 	
�
��� 
��
 	 ����
�
�� 9���1�� �� 1
�� �
����
1	�� ���� 	
���
� !���
���
��:�

21!1! &������ �� �� ����
����
��� �� 0�	�
 �8� �� BC ��
�

��
� �� H�� �� N ���3�
���� cn $ ����� �� !���� �5� ��� BC 1
���
B� �������� �� �,���,�� 	 �	��� 1��	�� �5
�	� ���� ������
��� 	� ���1�� �� 1
�� ������
���
$ 	 ���
� ���
��� D

cmax = max
n

|cn|
BCE = [log2 (cmax)] �I [. . .] ���������� 	&�����
 $ 	&���
�� 	� �	�� ����,�

BCF = BC − BCE
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4� �������� ��� "���
���
�� ��
!����� 	f������ �� "���
���
�� ��� 	�� ���;�
���� e ��� 1�����
�� D

|e| <
q

2
, q = 2−BCF

21!12 ��� ��� ��
�� ��� ������� �3�� ��� �
��
�� ����
�

-��� �� �	��� %�� ��	
�� ��� ��������� �
������ 	&������ ��� 	�� ���3�
���� ��� 1����� �� q/2�
?���� "���
���
�� ��� N ���3�
���� bk �� �	���� 	 �����		� !����
�� �� ����!��� �� z H̃(f)� ����
�&���
�� D

H̃(f) =
N−1∑
k=0

(bk + ek)z−k = H(z) + dH(z),

dH(z) =
N−1∑
k=0

ekz
−k

�I ek ���������� 	&������ �� "���
���
�� ��� bk�
� !����
�� �&������ dH(z) ��� 1����� ��� 	� ���
�� !��"����
�	 �� D

|dH(f)| ≤ N
q

2

B� ���� ��
	
��� ��� 1���� ��
�� 	�*�� �� !
��� 	&,����,��� "�� 	�� ������� �� "���
���
�� ek ����
��� ��
1	�� ��
!����� �������� �����
��� ����� −q/2 �� +q/2 �� 
����������� ����� �		��� ���� �����
,����,���� 	 ��
��� �� e ��� �*	� $ q2/12 �� �� ���� ��	
��� 	 1���� D

E
(
|dH(f)|2

)
≤ N

q2

12
.

B� ����
���� 
��
 "�� |dH(f)| ��� ��� ��
1	� 	���
�� �&��������� σ ��� D

σ ≤ q

2

√
N

3
.

0���
������ �� �5���	� �� *1�
� �����1�� ��� ��� ������
�� �
�
��� Rs �� 1��� �������
������������ $ ��� ����	�
�� δs ������ �� D

δs = 10−Rs/20.

B� �,�
�
�� ��� �� ��� �� �� �� "���
���
�� q ��	 "�� D

q < (δs − δ0)
√

3
N

,

�I D

F δs E �	��� 
������ �� 	� *1�
� ���� 	&��	
���� ��� ���
		�
����

F δ0 E ��	
���� ��� ����	�
��� �� �	��� ��� "���
���
�� ��� ���;�
�����

�	 !�� ���� BC 1
�� D

BC ≥ log2

(
1
q

max
k∈[0,N−1]

|bk|
)

≥ log2

⎛
⎝
√

N

3
1

(δs − δ0)
max

k∈[0,N−1]
|bk|

⎞
⎠ .
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21!1� ��� ��� ��
�� ��� ������� �3�� ��� �
��
�� ����
�

�� 	 �=�� !R�� "�� ���� 	�� %�� �� ��������� �
������ ���� "���
���
�� ��� ���3�
���� bk ��
��������� �� ��� ���3�
���� aj �� �����
������ 	 �����		� !����
�� �� ����!��� �� z H̃(f)� ����
�&���
�� D

H̃(f) =

P−1∑
k=0

(bk + eNk)z−k

1 +
Q−1∑
j=1

(aj + eDj)z−j

=
N(z) + eN (z)
D(z) + eD(z)

,

eN (z) =
P−1∑
k=0

eNkz
−k

eD(z) =
Q−1∑
j=0

eDjz
−j

B� ���� ��� ��� ����5
��
�� $ 	&����� ��� �����,�� H̃(z) �� D

H̃(z) ≈ N(z) + eN (z) − eD(z)H(z)
D(z)

.

B� ���� ��	
"��� 	 �=�� �����,� "�� ��� 	� �� �	���� %��� 4� ���
��	
��� �� ���� ���� ����
�
��� ,����,���� ����
����� "�� |eN (f)| �� |eD(f)| ���� ��� ��
1	�� 	���
��� �&��������� �������
!�
σN �� σD D

σN =
q

2

√
P

3
, σD =

q

2

√
Q − 1

3
.

)���;�� �� ����� �

�����
�
 �� �	��� 	 �
���
�� �� 1��� �������� |H(f)| ≈ 0 �� �� ����
��� ����5
��
�� D

H̃(f) ≈ N(f) + eN (f)
D(f)

.

�&������ e(f) ��� 	 !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ��� 	 1��� ������� ���� =��� 1����� �� D

|e(f)| = |H(f) − H̃(f)| <
σN

|D(f | .

4� ���� ��� ����	�
�� �5
�	� ���,
��� δs �� 1��� �������� �� !�� �� ����� "�� D

σN

|D(f | . <
δs

2
.

)���;�� �� ����� ������
�
4� 1��� ������� |H(f)| ≈ 1� �� ���� 	��� �����,�� |H̃(f)| �� D

H̃(f) ≈ N(f) + eN (f) − eD(f)
D(f)

.

�&������ e(f) ��� 	 !����
�� �� ����!��� �� !��"����� ��� 	 1��� ������ ���� ���� =��� �����,��
�� D

|e(f)| = |H(f) − H̃(f)| ≈ |eN (f) − eD(f)|
|D(f)| .

�&�I� �� ����� δp 	&����	�
��� �5
�	� ����
��� �� 1��� ������ D√
σ2

N + σ2
D

|D(f)| <
δp

2
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6����	����� ����� �����
��� ��� �	�� !���� "�� 	 �����
��� �� 1��� ������� �� |D(f)| ���� =���
���� !
1	��

� "���
���
�� ��� ���3�
����  ���� �����"����� "�� 	�� (���� �� 	�� �7	�� �� H̃(z) �� �������
������� "�&�� ���1�� ��
 �� �	����� � "���
���
�� ��� ���3�
���� �� �����
����� ���� ������
	� �	��� 
���1	��

��� ����
"�� ��� �	���� ��� ���3�
���� bk� aj ���� =��� ���� 
��������� �	 !�� ���� �� *���
���1�� �� 1
�� ���� 	�� ����������� ��� ��� 1���� ����
�
���

U
���  ������ "�� 	�� ���������� �
������ ���������� ��� ���� *���� ����
1
	
�� �5 �	���� ���
���3�
����� 0&��� ��� ��� �
���� ���� 	��"��		�� �		�� ���� ��� ���	����� 9�� ��,��� ��� ��		�	��
�	�����
��� �&����� � �� �:�

21!1 ��� ��� ��
�� ��� ������� �3�� ��� �
��
�� ����	�����

-��� 	�� �
;������� �
���� ���� ������������� "��� �� ���
		� �� ����
�
�� ��
� �� !����
�5�� �� ��
	
�� ��� 	�� ���������� �
������� �� ���!��� �� *����	 	�� ���������� ����������� !������ ��
��		�	�� �	�����
��� �&����� �� �� ���5� 4� �;��� ���� 	�� ��		�	�� �&����� �� �� ���5� 	 ����
"��
��� ���3�
���� ��� 1������ -��� ��� ��		�	� �&����� � ��� ���5 �7	�� ����	�5�� ���H�*���� 	�� ���!�
��
���� �� �����
����� ���� 
�!��
���� $ � �� �	��� 1��	��� �
 	 ��		�	�  �� (��� �� �����
��
��
������������ $ ���5 (���� ����	�5�� ���H�*��� �� ����	� �*	 $ �� 	�� ���3�
���� �� ���������
���� 
�!��
���� �� �*�5 $ ��

��� 	� �� ��� ���������� ������ �� ���� !
�� �� ����� �� ��������� 	�� (���� �� �����
��
�� D 
	
��3� �� *���� 	 �����
��� b0 = b2 ���� ��� ��		�	� �&������ -� ������� �&��� �	�� �
3�
	� ���� ���
��������� ��		�	��
.���
����
���� ��� ���7����
� @ ��� �4��� �
��
�� �������
��� 	� �� �&��� ��������� ������ �� ���� ���
�� D

H(f) =
∏
i

Ni(f)
Di(f)

H̃(f) =
∏
i

Ni(f) + eNi(f)
Di(f) + eDi(f)

≈
∏
i

Ni(f) + eNi(f) − eDi(f)Hi(f)
Di(f)

≈ H(f) + H(f)

(∑
i

eNi(f)
Ni(f)

−
∑

i

eDi(f)
Di(f)

)

4� 1��� ������� |H(f)| ≈ 1 �� Ni(f) �= 0� �&������ ��� 	 !����
�� �� ����!��� ��� ���� 	
�� �5
������ ���� !���� �� ����� D ∑

i

1
|Di(f)| ��

∑
i

1
|Ni(f)|

	��� "�� ���� 	 ��������� �
������ 
�����
��� �	��7� �� ����� ���� !���� �� �����
� D

1
|D(f)| =

∏
i

1
|Di(f)| .

4� *����	������ �� 1��� ������ ���� ��� �7	�� D

∑
i

1
|Di(f)| <<

∏
i

1
|Di(f)| =

1
|D(f)| .

�&�I 	&
����=� �� 	 ��������� ������
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�
 $�������	� �� �� ������	� �� �	����

B� �&
�������� �
������ � 1��
� �� �	��	 
������
� �� 	 	
�
��
�� �� ���1�� �� 1
�� ���� 	
����������
�� ��� �������� B� �� 	
�
�� � �� �� 	 ����������
�� ��� ������� �� !���� �5��

B� ���� D
F BD E 	� ���1�� ���	 �� 1
�� ���� 	�� ��������
F BDE E 	� ���1�� �� 1
�� �� 	 ���
� ���
��� ��� ��������
F BDF E 	� ���1�� �� 1
�� �� 	 ���
� !���
���
���

B� ����
� �� ���
	 	� �� �� 	 ��������� ����� "�
 ��� ��� ��� ���������� 	�� �	�� ��������� B�
������� "�� 	�� �
;������� ��		�	�� �	�����
��� "�
 �����
����� 	 ��������� ����� ���� ��	
���� ��
��������� ����
"�� �>�

��� �*���� ��
����� ����		��� �������
������ 	 ��	
��
�� �&�� �	��� H(z) �� ��� ���������
����� �� 	 ��������� ����
"�� �> ���� ��� ��		�	� �&����� ��

H1(z) H2(z)xn ynH3(z)

H(z)

��������� ������

b2

b1

b0

-a1

-a2

xn yn

wn

z
-1

z
-1

��������� ����
"�� �> ���� ��� ��		�	� �� 	 ��������� ������

B� ����
���� ��� 
��	������
�� �� ���� ��- ��� 	"��		� 	 "���
���
��  	
�� � ������ ��
������ �� ����
�� 	�� ��
1	�� wn� B� ����		� "�� wn ���������� $ xn �	��� �� 	 !����
�� ��
����!��� 1

D(z) �
� �*��� ��
���� 
		����� 	&
��������
�� �� 1��
� �� "���
���
�� ��� ��� ��		�	� �>�

 

+ 

+ 

+ 

+ 

b2 

b1 

b0 

-a1 

-a2 

xn yn+bn 
wn 

z-1

z-1

+ 

qn 

]��
� ��� ��� ��������� ����
"�� �>�
-� 	 ��
��� ���� ����������� 	�� ������� 9�� ���3�
����: ������������ $ 	 
��� ��		�	�� �� H�����
�� 
��
�� i� -� �5���	�� wi,n ���������� 	 ��
1	� wn ��� 	 
��� ��		�	� �� qi,n 	� 1��
� *����� ���
	 
��� ��		�	��
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�� 1��
� �� "���
���
�� qn ��� wn �&H���� �
��������� $ xn �� ��1
� ���� 	 !����
�� �� ����!���
H(f) *	�1	� �� 	 ��		�	�� 4� !
��� 	&,����,��� "�� qn ��� �� 1��
� 1	�� 9��� 	�� 1���� ������� ��
�	���:� �� ����
�� �� ���11
	
�� ��
!���� �� �� ��
��� q2/12� 	 ����
�� ������	� Sb(f) �� ��
�����
�� 1��
� bn "�
 �� ����	�� �� ����
� �� �	��� ��� 	� �� �&��� ��		�	� �&����� �� ���� �&���
�� D

Sb(f) =
q2

2
|H(f)|2.

4� �	�� *����	������ �
 �� ���� HDi(f) 	 !����
�� �� ����!��� ����� 	� ��
�� �� *�����
�� �� 1��
�
qi,n �� 	 ����
� �� �	���� 	 ����
�� ������	� Sbi

(f) �� ��
����� �� 1��
� bi,n "�
 �� ����	�� �� ����
�
�� �	���� ���� �&���
�� D

Sbi
(f) =

q2

2
|HDi(f)|2.

2121! ���
<�� ��� ������	��
� @ ���
��� �4�������

�� !���� �5� �,�
�
 ���� 	�� ������� wi,n ��
� ��
� �� ���1�� �� 1
�� ���� 	 ���
� ���
���
��3��� ���� ��
��� 	� ��1��������� B� ����
���� �� 	 ��
�� 9��� ����� �� *����	
��: "�� ������
	�� ������� 9xn� yn� wn: ���� �����
��� ��� 	&
�����		� [−1,1[ �� ���� ������������ ��� � ���	 1
�
�� ���
� ���
���� -��� ��
��� 	� ��1�������� ��� 	 ��		�	� i� 
	 !�� ���� "�� wi,n < 1 "��	"�� ��
�
	&������ xn� 4� ��� �� �� D

BDF = BD − 1
q = 2−BDF

-� 	 ��
��� �� ���� Gi(f) 	 !����
�� �� ����!��� ����� 	&������ �� �	��� xn �� wi,n� -� �5���	��
��� 	� �� �&��� ���	� ��		�	� �&����� �� G(f) = 1

D(f) �
4� ���
"��� �� ���� ��
	
��� �
;������ ��
����� ���� �� ��1��������� ��� ��
����� 	�� �	�� ��
	
���

���� 	�� ��
���� D

F B� ���� �5
*�� "�&
	 �&� 
� �� �� ��1�������� ��� wn "��	"�� ��
� 	&������ xn 1������ 0� ��
����
���������� $ ��� !����
�� Gi(f) 1����� ���� 	 ����� L1�

∞∫
−∞

|Gi(f)|df < 1.

F B� ���� �� ��������� �� !
� "�� ���� ����� ������ xn 1����� �� �� !��"����� ����� 	 ��
�� wn

��
� 1������ 0� ��
���� ���������� $ ��� !����
�� 1
D(f) 1����� ���� 	 ����� L∞�

max
f

|Gi(f)| < 1.

-��� ��
�!
�� ����� �����
��� 9����� L1 �� L∞ �� �	�� *����	����� ��� ����� Lp:� �� 
������
�
�� !����� �&��,�		� �� ������ �� 	 ��		�	�� B� ���� sci 	� !����� �&��,�		� ���� 	 ��		�	� i�

� ����
�� !����� �&��,�		� 9�� ����
� �� 	 ����
��� ��		�	�: ��� �	��	� ���� ��������� 	�� ������
-��� �� �	��� �����
��� �� K ��		�	�� �� ����� 9H1� H2� . . .� Hi� . . .� HK:� �
 	&�� ���� �� *
� *	�1	
�*	 $ G� ��  	 ��	�
�� D

H(z) = G
K∏

i=1

Hi(z).

4� �� �� ����
� D

scK+1 =
G

K∏
i=1

sci

.
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�
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��� !������ �&��,�		� �� 	�� ��
��� �&������ ��� 1��
�� �� "���
���
���

 

H2(z) 

xn yqn=yn+bn 

H(z)

sc1 sc2 sc3 sc4

D1(z) N1(z) 

b1(n) 

D2(z) N2(z) 

b2(n) 

D3(z) N3(z) 

b3(n) 

H1(z) H3(z) 

� !����
�� �� ����!��� Gi(f) �&���
� D

Gi(f) =
1

Di(f)

i−1∏
k=1

Hk(f).

B� ���� ‖A‖p 	 ����� Lp �� 	 !����
�� A� B� �	��	� 	�� !������ �&��,�		� D

sci =
1

‖Gi(f)‖p

1
i−1∏
k=1

sck

=
‖Gi−1(f)‖p

‖Gi(f)‖p
∀i ∈ [1,K].

scK+1 = G‖GK‖p.

21212 ������ �� ���
 �� ��
�� �� ��
�

B� ������� "�� 	�� 1��
�� �� "���
���
�� 
������
�� ��� 	�� �
;������� ��		�	�� ���� 
�����������
	 ����
�� ������	� �� ��
���� �� 1��
� ���	 bn �� ����
� �� �	��� ��� 	 ����� ��� ����
��� ������	��
�� ��
����� ��� �
;������ 1��
�� �	���� bi,n �	�� 	� 1��
� H���� ��� 	 ����
� �� 	� �������
�����
�����
"�� �	�*
"�� 9�� ����
�� 1��
� ��� ������� 1	�� �� ����
�� ������	� �� ��
����� q2

12 :� -���
�� �	��� !���� �� K ��		�	��� Sbi

(f) �� ����
� �� �	��� ��� D

Sbi
(f) =

q2

2
|HDi(f)|2 =

q2

12

K+1∏
k=i+1

sc2
k

K∏
k=i

‖Hk(f)‖2 =
q2

12
G2|Gi(f)‖2

p

K∏
k=i

‖Hk(f)‖2

� ����
�� ������	� �� ��
����� �� 1��
� ���	 bn �� ����
� ��� D

Sb(f) =
q2

12
+

K∑
i=1

Sbi(f) =
q2

12
+ G2 q2

12

K∑
i=1

(
|Gi(f)‖2

p

N∏
k=i

‖Hk(f)‖2

)
. 9A��:

B� ���� ���
 ���
�� ����� ��
����� ���� 	 !���� D

Sb(f) =
q2

12
+

q2

12
G2

K∑
i=1

⎛
⎜⎜⎜⎝ 1

i∏
k=1

sc2
k

K∏
k=i

‖Hk(f)‖2

⎞
⎟⎟⎟⎠ . 9A��:

-��� �
�
�
��� 	 ��
����� �� 1��
� ��� $ 	 	
�
��
�� �� 	 ����
�
�� ��� ������� �� ����
� �� �	����

	 !�� ���
�� 	�� �7	�� �� 	�� (���� �� �������� 	�� ��		�	�� �� ��
��� ���
�	�� � ��	��
�� ���
�	�
���� =��� �1����� �� ������ ���� 	�� ���
������ �� �������������� ����
1	�� �� �� �,�
�
���� 	
����*���
�� "�
 �
�
�
�� 	 ��
����� �� 1��
� ������ �� 	 ��	�
�� A��� �� ���1�� �� ����
1
	
���
$ ������ ��� 
������� 9(K!)2: ���� 	�� ������ �� �	���� �� ��� �	���� -� �5���	�� ���� �� ����� ��
�� �� �	��� ����
��� �� # ��		�	�� �&����� �� 
	 !�� ������14400 ����*���
����
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4� ���
"��� �� ��
	
�� ������� ��� ��*	�� ���
�
"���� ?
��
 �� ��� �� �
�
�
��� 	 ��
����� ��
1��
� �� �	��	 �� ������ �� �	���� ���� �� ��
��� 	�� ��1��������� ���� 	�� !��"������ ����� 9�,�
5
�� 	 ����� L∞ ���� 	�� ��1���������:� 	 ��*	� ���
�
"�� ����
��� $ D

F ?���
�� 	�� �7	�� �� 	�� (���� �� ��*������ �,"�� �7	� ��� 	� (��� "�
 	�
 ��� 	� �	�� ����,��
�� �����R�� �� 	� �7	� 	� �	�� ����,� �� ����	� ��
�� �� �� ����
���� �� ����� �� ����	�
�����
���� ���� 	�� �7	��� �&�1H���
! ��� �� !����� ��� ��		�	�� Hi(f) ��� 	� ��
�� ����
1	� ��
����� ��������

F B������� 	�� ��		�	�� �� ������R�� �� 	� �7	� 	� �	�� ����,� �� 	&��
*
�� �� �� ����
���� ��
����� �� ����	� ���
���� ���� 	�� �7	��� 4� �;��� 	&�"��
�� A�� ������ "�� 	� ����
�� !�����
�&��,�		� H��� ��� K 	�� ������ �� 1��
�� 	� ���5
��� !����� �&��,�		� �� H��� "�� ��� 	�� K − 1
����
��� ������ �� 1��
� �� 
��
 �� ��
�� H��"�&� ����
�� !����� "�
 �� H��� "�� ��� 	� ����
��
����� �� 1��
��

��� "���� ����
���� ����1�� �� 	 �*��� ��
���� ������������� ���� �� �	��� �����1��� �&����� /�
	��  !����
��� �� ����!��� �	�����
��� �� 	 ����� |Hi(f)|, i ∈ [1,4] �1������ �� ��*������ 	��
�7	�� �� 	�� (���� ����� 
��
"�� ������������� ��� !����
��� �	�����
��� ���� 
��
"���� ��� 	&�����
�� 	 ����� 9�� 	 ��
�� ��������� $ 	 �	�� ���������� � ����
��� ���1�� ���������� 	 !����
��
�� ����!��� *	�1	� |H(f)�
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����
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��� |Sbi
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"��� ��� 	�� ����� ��� 	 ��
�����
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��

��� ���	�� 	
�
��� ���� ��� ���
		�
��� "�
 ���
����� $ ���� �� ����	
���
��� ��� �� �	���
����	����� ��1	�� 0�� ����	
���
��� ���� *������� �� ��� ��1��������� ��� 	�� �	��	� 9�������
���� *����� �� �	��� 1��	��: �� �� ��� ���������� 9������� ���
���:� B� �
��
�*�� ���5 ����� ��
���	�� 	
�
��� D 	�� ���	�� 	
�
��� �� *���� ��	
���� �� 	�� ���	�� 	
�
��� �� ���
��� ��	
������
�;���� ��	�
�� �� ����� �	���
���
�	� ���� �G� �5 ��1�������� ��� 	�� �	��	��

0���� �� 	& �� ��� 	� �,�
��� �A� ��� 	 ����
�� ���� "��� �� ���
		� �� ����	����� $
���5� �� ���� ����
����� ���5 ����� �� ���
	 D 	� ���� �� ��1�������� �
���	
�� �����	 9����@�^
�� �*	
�: �� 	� ���� �� �����
�� �
�,���
"���

�� ���� �� ��1�������� �
���	
�� �����	 ���������� $ 	 ������
��� �� �
���	�
�� �� 	 ���������
��
�� �� ����	����� $ ���5� 0&��� $ �
�� "�� 	���"�&�� H���� � $ 	 �	�� *���� �	��� ���
�
��� ��
�1�
��� 	 �	��� ��*�
�� �� �	�� *���� �	��� 1��	��� �� �=��� �
 �� ��	��� � $ 	 �	��� ��*�
��
�� �	�� *���� �	��� 1��	��� �� �1�
��� 	 �	�� *���� �	��� ���
�
���

�� ���� �����
�� �
�,���
"�� ���������� $ �������� 	�� ����	��� �� �	��� 1��	�� �����
����
$ 	 �	�� *���� �	��� ���������1	� ��� 	� !���� ��
	
�� �� $ 	 ����	��� �� 	 �	��� �5
�	�
�� �=�� �
*���

4� ���� �� ��1�������� �
���	
��� 	 ����
� �� �	��� ���
		� ��� �� *����� ��	
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B� ���
		� ���� �	��7� �� ���� �� �����
�� �
�,���
"�� ���� ��
��� ��� ���
		�
���� ��� 	 �*���
���������� ��� ���������� 	 ����
� ���� �� ���� �� �����
��� B� ���� �������� "�� 	 �����
��
��� $ ��
�� �
�
1	��

�;���� ��	�
�� �� ��
�
� �	���
���
��� ���	�� 	
�
��� �� ���
�� ��	
����� ����� 	��� ��� 	&
��
"��� ���� ��� ���
		�
��� ���� 	�� ��
�	
���� ���� !
1	��� ���
"������ "��	"��� �� �� "���
���
�� q�

�	� ���
����� �� ����
�� �&�� �7	� ��� 	� ����	� ��
�� �G $ 	 "���
���
�� ��� �	��	� 
�����
���
���� �	� �� ��
!������ �� 	� !
� "�� ���� ��� ������ ��		�� �� �1�
��� ��� ����
� "�
 �� ���� ��
���� (��� �� "�
 ��� ���
��
"�� �� ���
�� ��	
�����

� �,���
� ��	�
�� $ �� �,������� ��� ����	�5�� B� 	&
		����� 
�
 ���� 	�� ��		�	�� �&����� � �� ��
0� �� 	 ��		�	� �&����� �
��
� 	� �	��� �&�"��
�� �� ���������� D

yn = xn − a1yn−1.

�
�� "�&
	 �  �� �7	� ��� 	� ����	� ��
��� �
*�
�� $ 	&����� ��� "�� |a1| = 1� �&����$��
�� "�� yn = yn−1

�
 a1 < 0 �� "�� yn = −yn−1 �
 a1 > 0� ��� ���	�� 	
�
��� ���
����� ���� "��� D

[a1yn−1] = ±yn−1.

�I [x] ���������� 	 �	��� �� x "���
��� ��� 	 ����
�
�� �� 	 ����������
�� 1
�
�� ��
	
��� ��� 	�
�	���� 0&����$��
�� "�� 	 "���
���
��  	 �=�� �����"����� "�&��� �	��� a1 �*	� $ �� �� �	���
1��	��� �� "�
 ���������� $ �� �7	� ��� 	� ����	� ��
���

B� ���� 	 ����
�
�� 
�
�
	� y−1 = yini �� q 	 �	��� �� �� �� "���
���
���
+���� �	��� "���
��� ��� �*	� $ �� ���1�� ���
�� �� !�
� 	� �� �� "���
���
��� ���� � �	���

�
�
	� y−1 = yini ���� �&���
�� D

y−1 = yini = kq ��� k ���
��.

-��� "�&
	 � 
� ���	� 	
�
��� 
	 !�� "�� D

[a1yini] = ±yini

[a1k] = ±k

|k| − |a1k| <
1
2

|k| <
1

1 − |a1| .

kmax =
1

(1 − |a1|)
max |yini| = qkmax

�	 ���� ���� � ��
� ���	� 	
�
�� ���� ��� ����
�
��� 
�
�
	�� �&��	
���� �� �	��� 1��	�� 
�!��
����
$ 	 	
�
�� D

|yini| < qkmax =
q

2(1 − |a1|) .

� �*��� ��
���� 
		����� 	� �,������� ���� a1 = 0.99� B� ��� �&��� ����
�
�� 
�
�
	� �����
����
$ kmaxq� 	 ����
� �������� ���� $ �����\��� �� ����	� �� 	���"�� 	 �	��� yn ��
�� $ kmaxq� 	�
���	� 	
�
�� ���
� D 	 ����
� ���
		� ����� + �� �kmaxq� �&5� ��� ��������� ��� *����� �� �� ��
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�
	�� �� ����	�	�� ��	� ���� *%

"���
���
��� ��
 kmax = 1
2(1−0.99) = 50 �
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��� 	� �� �&��� ��		�	� �&����� � ��� ��� �7	�� ����	�5�� ���H�*���� �
�� "�� 	�� �7	�� ���� ���
	� ����	� ��
�� ���
��� $ �
�� "�� |a2| = 1� �&����$��
��� ���� ��� 
��	������
�� ��� ��� ���������
����
"� �> "�� D

[a2wn−2] = ±wn−2,

�� ����� wn 	 ��
1	� 
������ �� 	 ��������� �>�
� �	��� �� a1 9a1 = −2r cos(θ): ����
�
���� 	 ���
��� ��� ���
		�
��� �� ���	� 	
�
���
?��� 	� �=�� �
��������� "�� ���� 	 ��		�	� �&����� �� �� ���� �
�� "�� ��� "�&
	 � 
� ��� ���	��
	
�
���� 
	 ��3� "�� D

w2ini = kq

kmax <
1

2(1 − |a2|) .

� �*��� ��
���� 95� ��� ��������� *���� �� �� �� "���
���
��: 
		����� 	� �,������� �� ���	�
	
�
�� ���� 	 ��		�	� �&����� � �� !����
�� �� ����!��� D

H(z) =
1

1 − 1,8z−1 + 0,95z−2
.
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(8����� ! 6 B� ����
���� �� ������� 	
��
�� �
����� ���
���
�� �� ������� 
���	�
����		�D

hn =
1

n + 1
���� 0 ≤ n ≤ 3 �� ,9�:E� 
		����

�� �����( 	&�"��
�� �5 �
;������� ��������� �� �	��	�� 	 ����
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