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0. CONCEPTS FONDAMENTAUX

POURQUOI TRANSFORMATION?

D'abord, pourquoi a-t-on besoin des transformées? Qu'est-
ce donc gu'une transformee ?

Les transformations mathématiques sont appliquées
aux signau: bruts pour obteni davantag
d'informations qui sont disponibles dans ces

sighaux.

signal brut signal traité
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En pratique, la plupart des signaux, sous leur format baoutt s
représentés dans le domaine temporel. La représentation du
signal est une representatitamps -aanmbiiciokie

Cette representatic n'es pas toujours la meilleure pour tous

les applications en traitement du signal. Dans beaucoujsle c
I'information la plus pertinente est cachée dans la compesa

de fréqguence du signal. LEPECTRE de frequence d'un
signal est constitué par les composantes de fréguence de ce
signal.
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Intuitivement, nous savons que la frequence est liée au
regime de changement d'une variable physique ou
mathématique. Cette variable peut

e changerapidement : changement &aute fréguence

e changeltentement: changement Basse fréquenceet

* ne pas changedu tout :frequence zeéro

Comment allons-nous mesurer la fréquence, comment
allons-nous trouver le contenu en frequences d'un signal ?
La réponse c'est laTRANSFORMEE de FOURIER
(TF). Si on effectue la TF d'un signal représenté dans le
domaine temporel, on obtient la représentation fréquence
—amplitude de ce signal.
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“Une fonction arbitraire, continue ou avec des
discontinuités, définie dans un intervalle fini par
un graphique arbitrairement capricieux peul
toujours étre exprimé comme somme de
sinusoides

J.B.J. Fourier

Lt

Jean B. Joseph Fourier
(1768-1830)
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En 1822, le mathématicien francais J. Fourier, ait prouvé
gue n'importe quelle fonction périodique peut étre expeime
comme une somme Infinie de fonctions exponentielles
complexes et periodiques. Beaucoup d'années apres gu'il ai
découvert cette proprieté remarquable des fonctions
continues peériodiques, ses idées ont eté généralisées a de
fonctions continue nor-périodiques puis a des fonctions
discretes périodiqgues ou non-périodigues dans le temps.

Apres cette généralisation, la TF est devenue un
outil tres approprié pour des calculs par ordinateur.
En 1965, un nouvel algorithme appelé Ila
Transformée de Fourier Rapide(Fast Fourier
Transform) (FFT) ) a été développée.
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Transformées de Fourier Directe a Temps Contin{Direct
Continuous Time Fourier Transform(DCTFT)) et Transformées

de Fourier Inverse a Temps Contin@inverse Continuous Time
Fourier Transform (ICTFT)) (ICTFT)

4 N
X()=[x@e™ dt (1), xp)=[X(f)e”"df (2
\_ 0 e J
Interprétation de I'equation (1) :
Le signal x¢), multiplié avec un terme exponentiel, a une
certaine fréguenceko>, qui peut étre écrit comme suit :

cos(Att)+] sin (2t

réel  imaginaire

Ce terme est ensuite integre (additionner tous les termes de
produit) surTOUS LE TEMPS.
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e Si le résultat de cette intégration est une grande valeur,
alors le signal x(t) a une composante spectrale dominante a
la frequence « f ». Ceci signifie que la majorité de ce signal
est composee de la fréquence « f ».

* Si le résulta de cette intégratior es une petite valeur le
signal x(tf) n'a pas de composante spectrale dominante
« f».

e S| ce resultat est nul, alors le signal ne contient pas du
tout la frequence « f ».
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Comment marche cette intégration ?

Le signal est multiplié avec le terme sinusoidale de frequence "f". Si
le signal a une composante de frequence « f » d'amplitude élevée,
alors cette composante et le terme sinusoidale coincideront, et leur
produit donnera (relativement) une grande valeur. Ceci montre que le
sigha possed une frequenc majoritaire er « f ».

Cependant, si le signal n'a pas une composante de fréequence de « f »,
le produit sera zéro, i.e., le signal n'a pas une composante de
frequence de « f ». Si la fréquence « f », n'est pas une composante
Importante du signal « x(t) », alors le produit donnera (relativement)
une petite valeur. Ceci signifie qui, la composante de fréequence « f »
dans le signal « x », a une petite amplitude, c’est-a-dire, elle n'sst pa
une composante important de « x ».
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L'information fourni par l'intégrale, correspond a tous les instants de
temps, puisque l'intégration estdet @-a t = +c. A n'importe quel
instant du temps la composante avec la frequence « f » apparait, elle
affectera de la méme facon le résultat de l'intégration. Autrement dit
si la composante « f » de fréguence apparait au temps T1 ou au temps
T2, 1ly aura le méme effet sur l'intégration.

C'est pourquoi la transformée de Fourier n'est pas appropriée si le
signal a une frequence variable dans le tempsn(stationnairg.
Presque tous les signaux biologiques, sont non stationnaires.

Si le signal a uniguement une composante de fréquence « f » a tout
moment (pour toutes les valeurs de « fstafionnaire), alors le
résultat obtenu par la transformée de Fourier a un sens.
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Notez que la transformée de Fourier indique, qu'une
certaine composante de freguence existe ou pas.
Cette informatior es indépendan' de celle qui
cherche ou dans le temps cette composante apparait.
Il est donc tres important de savoir si un signal est
stationnaire ou pas, avant de le traiter avec la FT.
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X, (t) = cos(2n [5(t)

Exemple 1
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Fig. la [1] X, (t) = cos(2m [R5 )

X5 (t) = cos(27n [50 [t)

F

X (1) «— X (w)

F

X, (1) «— Xp(w)

Fig. 1b [1]
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Pourqguol avons-nous besoin des Informations en
frequence ?

Souvent, l'information qui ne peut pas étre distinguée dans
le domaine temporel pourrait étre facilement visible dans |
domaine frequentiel.

Prenons un exemple dans le secteur des sighaux
biologiques et supposons que nous observions un signal
d’Electrocardiographie (ECG). La forme typique du signal
ECG d'un cceur sain est bien connue des cardiologues, tout
écart avec cette forme est consideré comme le symptome
d'une possible pathologie.
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Ce signe de pathologie, cependant, n'est pas toujours tres
évident dans le signal temporel brut. Pour analyser les
ECG, la majorite de cardiologues utilisent jusqu'a present
les enregistrements (sur des bandes de papiers) de ces
signaux dans le domaine temporel.

Récemment, les nouveaux analyseurs ECG informatisés
utilisent linformation de fréquence pour décider de
I'existence d'une pathologie. Un symptome de maladie
peut parfois étre mieux diagnostiqgué quand on analyse les
composantes frequentielles du signal.
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Limitations de la Transformée de Fourier

Malgré son immense succes pour analyser les
signhaux linéaires et stationnaires, cette technique a
plusieurs limitations en pratiqgue, en particulier son

manqgue évident decalisation temporelle
La TF, es une transformatio réeversible entre le

signal brut et le signal traité (transforme).
Cependant, seulement I'un des deux est disponible a
un instant donné. Aucune information de fréquence
n'est disponible dans le domaine temporel et aucune
information temporelle n'est disponible fréquentiel

du signal.
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En effet, I'analyse de Fourier permet de connaitre
les differentes fréquences existantes dans un signal,
c'est-a-dire son spectre, mais ne permet pas de
savoir a quels instants ces fréquences ont ete
émises. Cette analyse donne um&ormation
globale et non locale, car les fonctions d'analyse
utiisee: son de¢ sinusoide qui oscillen
indéfiniment sans s'amortir.

Cette perte de localité n'est pas un inconvenient pour
analyser des signaux dont la structure n'évolue pas
OuU peu (statistiguement stationnaires), mais devient
un probleme pour I'étude de signaux non
stationnaires.

07/12/201 17



L'analyse de Fourier ne permet pas |'étude de
sighaux dont lafrequence varie dans le

temps

De tels signaux nécessitent la mise en place
d'une analys temps-fréguence qui permettr

une localisation des périodicités dans le temps
et indiguera donc si la période varie d'une

facon continue, si elle disparait puis reapparait
par la suite, etc.
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Sighaux stationnaires

Ce sont les signaux dont le contenu en
frequence ne change pas au cours du temps.
Autrement dit, la composition en fréequences
des signau; stationnaire es independant du
temps. Dans ce cas, hous n‘avons pas besoin
de connaitre a quels Instants ces
composantes de fréquence existent : ces
composantes en fréguence existent tout le
temps |
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Exemple 2a un signal stationnaire

X(t) = X+ X+ Xg+ X,

X(t) = cos(2*pi*10*t)+cos(2*pi*25*t)+cos(2*pi*50*t)cos(2*pi*100*t)
est un signal stationnaire car il présente des composantes de
frequence a 10, 25, 50 et 100 Hz a tout instant.

1 s :
-~ i 3 i
S UL ¥ | R ST PR R R R SR e PP PR !
| 1
! ) 4

1 i:l Ll 200 300 400 ano

100 ) 300 400 500
Time, ms

a. Le signal x(t) dans le domaine i Ll Efn ;D

Frequency, Hz

temporel(Ms) |1
P ( ) [ ] b. TF discret (TFD). Moitieé de spectre

montrant l'intervalle des fréquences [1].
Fig. 2a [1]
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En fig. 2b, I'axe de freguence a éeté coupé, mais
théoriguement il se prolonge a l'infini (pour la
transformée de Fourier continue (TFC)).

En fait, ici nous calculon: la transformé de Fouriel
discrete (TFD), dans ce cas |'axe de freqguence va
jusgu'’a (au moins) deux fois la fréquence
d’échantillonnage du signal, et le signal transformé
est symetrigue eh)
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IIIIII

non stationnaire
Gazouillis (chirp) : la frequence change constamment dans le temps [1].

xemple 2b un signa

E

Fig. 2b [1]

22
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a. Sur lintervalle 0-100 ms, c'est une b. TFD. Remarquez que les amplitudes des
sinusoide a 100Hz, sur l'intervalle 300-600 composantes de fréquence les plus élevées
ms c'est une sinusoide a 50 Hz, sursont plus grandes que les amplitudes des
I'intervalle 600-800 ms c'est une sinusoide acomposantes de fréquence les plus basses.
25 Hz et, sur l'intervalle 800-1000 ms c'est Ceci est di au fait que les frequences les

une sinusoide a 10 Hz [1]. plus élevees durent plus longtemps (300 ms
_ chacune) que les fréquences les plus basses
Fig. 3 [1] (200 ms chacune) [1].
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Remarques importante concernant les
sighaux représentés en Fiqures 1-3

e Question concernant le signal de la Fig
2a . A quels instants, ces composantes
frequence arrivent-elles ?

Répons : Toul le temps ! Rapplon-nous
gue pour les signhaux stationnaires, toute:
composantes de fréquence qui existent
le signal, existent pour toute la duree
signal. Il y a 10 Hz, tout le temps, il y a .
Hz, tout le temps, il y a 50 Hz, tout le temps.

07/12/201
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e Question pour le signal nog
stationnaire de la Figure 3 : A gue
Instants ces composantes de fréquejs
existent-elles ?

Dans le premier intervalle nous avorg
la composante de plus haute fréquergi |
et dans le dernier intervalle |3t o g —
composani de plus bass frequenc.

Ainsi, pour ces signaux, les
composantes de frequeng I
n'apparaissent pas en permanence. n o - ___________ ___________ ___________ ___________ __________

a5l 400
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Comparez alors les Figures 2.b et 3.b.
similitude de ces deux spectres

apparente. lls indiguent tous les deux gL
composantes spectrales pour exacteme
mémes frequences :10, 25, 50 et 100 Hz

En dehors des ridules (qui peuvent

filtrés) et des difféerences d'amplitudes,
deu» spectre son presgu identique alors
gue les signaux correspondants, dan
domaine temporel n'‘ont auct
ressemblance entre eux. Les deux sigl
mettent en jeu les mémes composante (I - :
fréquence, mais le premier présente KRR
composantes en permanence alors que le

second ne les présente que sur des

intervalles de temps différents.

300 350 400

400 300

07/12/201 26



e Alors, comment deux signaux, entierement
differents, puissent présenter des spectres aussi
semblables ? Rappelons-nous que la TF fournit le
contenu spectral du signal mais ne donne aucune
iInformatior quan aux Instantt auxquel ces
composantes spectrales apparaissent.
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elLa TF n'est donc pas l'outil adequat pour les
signaux non stationnaires, a une exception : La TF
peut étre utilisée pour les signaux non stationnaires
SI on ne s'intéeresse gu'aux composantes spectrales
gui existen dan: le signa et nor aux instan ou elles
apparaissent.

Si on veut savoir guelles composantes spectrales
apparaissent et a quels instants, alors la TF n'est pas
la transformeée a utiliser.
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Souvent,les Instants ou les Intervalles du temps
auxguelsune composante spectrale particuliere
apparait sont d'un grand intérét. Dans ces cas, Il est
tres important de connaitre les intervalles de temps
d'apparition de cette composante. Par exemple, en
EEG Ila latence d'ur potentie lié a un
évenement est un parametre essentiel (le potentiel
ié a un évenement est la réponse du cerveau a un
stimulus spécifigue, une lampe flash par exemple, la
latence de cette reponse est l'intervalle de temps
écoulé entre I'apparition du stimulus et la réponse).
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Quand nous avons besoin de localiser dans le
temps des composantes spectrales, on pourrait
utiliser une parmi les méthodes suivantes :

- la Transformeée de Fourrier fenétre€Short
Time Fourier Transform (STFT)),

-la  Distribution de Wigner (Wigner
Distribution (WD)),

-la Transformée en OndelettegWavelet
Transform (WT)).
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LA TRANSFORMEE EN ONDELETTES

En 1982, Morlet ouvre la voie conduisant a la
solution en construisant ldransformee en
OndelettegWavelet Transform{WT)).

Jean Morlet (né a Fontenay-sous-Bois le 13 janvier 1931, mort & Nice le 27 avril 2007), ariéiende I'Ecole polytechnique
(X1952), est un géophysicien francais qui a été le pionnier dans le domainealgd&des ondelettes en collaboration avec Alex

Grossmann. Morlet a inventé le mot « ondelette » pour décrire des équationsresralaelles existant depuis environ les années
1930.

Alex Grossmann(1930-) est un physicien croate a I'Université de la Méditerranée (Aix-élerdl) au campus de Luminy
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________________________________________________

La WT a ete developpée pour pallier quelgues
défauts de résolution de lalransformée de
Fourrier fenétree (Short Term  Fourier
Transform ( STFT)) (voir detailles plus loin). Elle

est capable de fournir une représentation simultanée
temp:— fréquenc du signa.

Pour la méthodeSTFT, le signal temporel passe
dans divers filtres passe haut et passe bas qui filtrent
les parties hautes et basses frequences du signal.
Cette procedure est répetée, chaque fois une partie
du signal, celle qui correspond aux fréquences
filtrées est retirée du signal.

07/12/201 32



________________________________________________

Processus deDecomposition_:Exemple d’'un signal contenant des

fréquences: 0 a 1000 Hz  [>2%0H

Passe-bas Passe-haut

0-500 Hz 500-1000 Hz
|
Passe-bas [Passe-halit Passe-bgs |Passe-hat
0-125Hz| | 125-250 Hz | |

En supposant que nous choisissons toujours la partie basse, nous avonaken3ambles
de données qui déependent du niveau de l'itération;1ci5, 125250et500-
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________________________________________________

Nous disposons donc d'un ensemble de signaux qui représentent le
méme signal, mais chacun correspondant a différentes bandes de
frequences. Nous savons quel signal correspond a quelle bande de

frequence, et, si nous les rassemblons su == %
, ZZZZ e
- un graphe 2D (temps-fréquence) g — R
de la valeur au carré de la STFT Fje S — SO
es appel«spectrogramm. | L — |
Fig. 4a - e——————

- ou un graphe 3D, nous aurons le
temps sur un des axes, les fréquences
sur le second et I'amplitude sur le
troisieme. Ce graphe montre donc
guelles bande de fréquences existent
dans un intervalle donne de temps.

K}
58
=
E2
=
o
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________________________________________________

Il y a cependant un probleme appel&ihcipe
d'incertitude" : on ne peut savoir exactement
quelle fréquence existe pour un instant
donné mais seulementgquelle bande de
frequence existe sur un intervalle de temps
Ceci sera aborde plus en détail dans la suite de

ce COUrs.
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________________________________________________

Principe d'incertitude

Par analogie au principe des particules élémentaires
de Heisenberg qui stipula que certaines paires de
proprietés physiques, telles que la position et la
guantité. de mouvemer d’un particule ne peu pa:

étre simultanément connus avec une precision
arbitrairement grande, les Informations de

frequence et de temps d'un signal en un certain
point du plan temps-fréquence ne peuvent étre
simultanément connues.
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________________________________________________

On ne peut savoir precisemment guel®mposante
spectraleexiste aun instant donnélLe mieux gu'on puisse
faire est de chercher guellesomposantes spectrales
existent sur unintervalle de tempsdonné. C'est un
probleme de résolution et c'est la raison principale pour
laguelle les chercheurs sont passes de la STFT a la WT.

En effet, la STFT donne une resolution fixe pour tous les
instants de temps alors que la WT donne une resolution
variable.
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________________________________________________

Les hautes frequences ont meilleur résolution
en temps et les basses fréquences ont meilleur
réesolution en frequence. Ceci signifie, gu'aux
hautes fréquences, les composantes sont
mieux localisee er temp: (moindre erreu
relative) qu'aux basses fréquences. AU
contraire, une composante de basse freguence
est mieux localisée en fréquence qu'une
composante de haute fréguence.
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________________________________________________

Transformee en ondelette continue
(Continuous Wavelet TransformfiCWT)) et
Transformée en ondelette discreiiscrete
Wavelet Transforn( DWT))

La différence principale entre les deux est que la

CWT fonctionne sur toutes les valeurs continues de
la frequence et du temps tandis que la DWT

fonctionne sur un sous-ensemble spécifique défini
sur 'ensemble de toutes les valeurs discretes de la
frequence et du temps.
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________________________________________________

Transformée en ondelettes continue

Considérons le schéma suivant

f :XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Fig.5a[l]§Xxxxxxxxxxxxx

X X X X X__X X
EX I X I X ] X
X X

: > t

Interprétation : La ligne en haut montre qu'aux fréquences élevees, noussavo
davantage d'échantillons correspondant a de plus petdsvailles de temps. En
d'autres termes, les hautes fréquences sont mieux réessliemps. La ligne du bas
correspond aux basses fréquences, elle compte moins ds pour caractériser le

signal, les basses fréquences sont donc moins bien résoldesps.
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ransformée en ondelettes discrete

f B :XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Fig. 5b [1]

X X X X X X X X X XX X

I
_><_____><_________

X X X X X X
}—

X[ X

AKX
<

t

Interprétation : la résolution temporelle du signal est la méme que cellmigéf

dans le cas de temps continu, mais maintenant, les infansate fréquence ont
également une résolution différente pour chaque niveaumaRpuez que les

frequences les plus basses ont une meilleur résolutioregndnces (plus de points
sur le méme intervalle) que les hautes fréquences. L'espatre les points

representatifs augmente a mesure que la frequence augmente

[
»
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________________________________________________

Exemple 4Transformées en ondelettes continue

Un signal sinusoidal presentant deux differentes compesate fréquence a des
differents instants. Remarquez la partie basse frequéaberd puis la partie haute
fréquence.

. :

T S 117y, :

R A1) o SR

R
: ,.rrat{-.-;i*.{fgtfi*ﬁ#ﬁ I

5 -

e

il

Tranzlatlen
Ba
104 50

. . . , Soale .
a. Signal non stationnaire b. Transformée en ondelette continue

Fig. 5 [1]
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________________________________________________

Exemple 4(suite)

Notez que l'axe des fréguences de ce graphique porte l'indication
"scale' (échellg. L'échelle est l'inverse de la fréquence.

Les hautes échelles correspondent
aux basses frequences et les basses
échelles correspondent aux hautes

frequences. En consequence, le .. - i
petit pic du graphigue correspond a !
des composantes de hautes . i
fréquences et le large pigl i
correspond a des composantes "d _
basses fréquences du signal (qui

apparaissent dans le temps oo SR
avant les composantes de hautes
frequences).
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Exemple 4(suite)

Ce méme graphique montre une bonne résolution en frequence pour
les hautes fréquences (faibles résolution en echelles), et une faibl
résolution en fréquence (bonne résolution en échelle).

AT lr' " .
A
|l'-"i"ul‘;'§|¥l:\;f* ;
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LR
; gﬁ?_:'f{{';"

5 —

i

20

Translatlen

8a
100 50

Seala
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1. Tramsiommee die Foumier fen@hee
Short Term Fourer Transform (STFT)

Question

Pouvons-nous supposer gu’'une certaine partie d'un signal
non stationnaire peut étre considérée comme un signal
stationnair 7

Réponse

Oui

L'exemple 2 montre 4 signaux stationnaires sur 4 difféerents
Intervalles du temps de 250 ms.
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Question

Que se passe-il si la partie que nous pouvons considerer
comme stationnaire est tres petite ?

Réponse

Faire des analyse locales : Nous regardon ce signa pal
des fenétres etroites, assez étroites tel que les parties du
signal vu de ces fenétres sont en effet stationnaires.

C’est I'idée de STFTGabor 1949.

Dennis Gabor(5 juin 1900 a Budapest, Hongrie - 8 février 1979 a Londres) était un physicien holhgsiisonnu pour l'invention de
I'holographie pour laquelle il a recu le prix Nobel de physique de 1971
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STFT et FT. Dans STFT, le signal est divisé en
segments assez petits, ou on peut supposer que
ces segments (parties) du signal sont
stationnaires. A cette fin, une fonction fenétre
« W » es choisie. La largeur de cette fenétre

doit étre égale au segment du signal ou sa
stationnarité est valide
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_a pondération appropriee de la fenétre:

_e produit entre le signal et la fénetre glissante déepend de
a pondération de la fenétre choisie. Si la fenétre est un
rectangle, avec amplitude « 1 », alors le produit sera égale
au signal.
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Transformées de Fourier Directe a Temps DiscrdDirect
Discrete Time Fourier Transform{DDTFT)) et Inverse(IDTFT)

Pour un signal échantillonné dengueur infinie avec une période
T

e

a w 1 N

X (D=3 Tximle” © (3), A=t [X. (e df (@
=00 1

aveck =1 ok

- b Y

Les integrales couvres une periode complete du DTFT, qui signifie

que les {x[n]} échantillons sont également les coefficients d'une
expansion de série de Fourier du DTFT.
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Transformées diE-dimiereDiscret Dinrecte(Direct Discrete Feuresr
Transform (DDFT)) etlmens(IDFT )
Dans la pratigue nous avons un signal degueur finie L,

échantillonné avec une période.TSi nous utilisons une fenétre de
longueur finie L et si ensuite nous utilisons la DTFT.

! L

4 L1 —j2r=n 1 & 225 N
X[kl =D Al e - (5), x| = i > XRKe b (6)

aveck=012...,L-1 avecn= 012..., L-1
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Différence emire |la DFTT et lkesaatree Shamnstmméses die diougrer

Essentiellement, la DTFT est l'inverse de la série de Fourier, parce

qgue la derniere a une entrée continue et periodique et un spectre
discret. Les applications des deux transformeées, cependant, assez
different.

La DFT etla DTFT son des résultat logiques de I'applicatior de la

CTFT aux données discretes. Ce n’est pas la transformée qui change
mais seule la forme de I'entrée « x » qui détermine le type de la
transformée :

e Si X est discrete, la TF devient DTFT
* Si X est périodique, la TF devient série de Fourier

e Si X est discret et périodique, la TF devient DFT
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Algorithme STIFI

1. Choisir une fonction fenétre de longueur fiwie

2. Placer la fenétre sur le début du signal au tetaps
3. Tronguer le signal en utilisant cette fenétre

4. Calculer la TF du signal tronque, sauvegarder.

5

6

Faire un décaler incrémentale de la fenétre vaisdie

Revenir au pas 3, jusgu'a ce que la fenétre atteint
I'extrémité du signal.

< Pour chaque partie ou la fenétre est centréee, nous
obtenons une TF différente.

— Par conséquent, chaque TF fournit les informations spectrales
d'une tranche separée dans le temps du signal, fournissant
simultanément le temps et les informations de fréquence.
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La STFT estuneeRepresentatiorihaamgdempsteepsmoes Time-
FrequencyRapesaTitio(l FR))

Sighaux a temps continu

Pour un signal a temps continue, l'analyse est habituellement fait en
appliguant une fonction fenétre puis uneansformee diE-Gaueiea
Temp Gamttmw (Continuous Tinmes Founer Transform (CTFT ))

poul obteniila CFT suivantt:

parametre parametre

° signal pour
du temps du frequence

étre analyse

noyau (Kernel) de la TF
(basis function))

STFT coefficient du signal x(t) :
calculée pour chaque fenétre
centrée a t=t’
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w(t) est generalement une fenétre de Hann ou une
« colline » gaussienne concentre sur zéro, aftle

est le signal a étre transforméX(t’,w) est
essentiellement la Transformee de Fourier
Continue (Continuous Time Fourier Transform
(CTFT)) du x(t)w(t — t'), une fonction complexe
représentant la phase et I'amplitude du signal dans
le temps et la frequence.
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Sighaux a temps discret

Pour un signal échantillonné, I'analyse est habituelléemen

fait en appliquant une fonction fenétre puis um@nsformée
die Hoouregr a Temp Dismedt (Discrete Tinres Fourier Transform

(DTFT )) pour obtenir la DFT suivante (équivalente a I'équ. (5)

parametre  parametre signal pour
dutemp  dufrequenc étre analys

noyau (Kernel) de la T
(basis function)

STFT coefficient du signal x(t) : Fonction de fenétrage
calculée pour chaque fenétre centrée a n=m
centrée a n=m
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La largueur de la Fenétre

En général, la transformation est appliguée au
produit entre le signal et d'une fonction de fenétre.
Mais la largueu de cette fenétre¢ affecte le spectr
gue Nnous essayons de mesurer.
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Le signal de l'exemple 3
échantillonné a 400 Hz: Le

fenétre de 25 ms nous perm : -
d'identifier un temps précis .

auquel le changement entre I
4 signaux se produit, mais le
frequences préecises  sol
difficiles a identifier. A l'autre
extrémite de [|'échelle la

fenétre de 1000 ms permet ¢
distinguer les frequences d'ur

maniere precise, mais le temy
entre les changements ¢
frequence est brouillée.

07/12/201
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Le type de la Fenétre

En général, la transformée est appliguée au produit
entre le signal et d'une fonction de fenétre. Mais
n'importe quelle fenétre (rectangulair y compris
affecte le spectre que nous essayons de mesurer. |
existe plusieurs types de fenétres.
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Il est plus facile de comprendre |'effet en termes de
forme d'onde simple, comme co&f). Nous
pouvons montrer théoriguement que la transformee
de Fourier de cette fonction est nulle sauf &

Le fenétrag fait que se transformé de Fouriel
possede des valeurs différentes de zéro

(généralement appelees laite (leakagg) aux
fréquences autres que « f ». Ces valeurs tendent a

étre plus elevees pres de « f » et faibles aux
frequences les plus loin de « f» .
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S'il y a deux sinusoides, avec differentes frequencess alor
la fuite peut affecter notre capacite de distinguer leurs
spectres. Dans ce cas, la fuite devient génant quand un
signal sinusoide est beaucoupus petit en amplitude
gu'un autre, c’est-a-dire sa composante spectrale peait étr
cachée par la fuite de la composante du sinusoide le plus
granc. Quanc les fréquence son proche l'une de l'autre,

la fuite peut étre importante pour géner I'analyse quand les
sinusoides ont les mémes amplitudes, c’est-a-dire ces
composantes deviennent inconnaissables.
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Fenétre a dynamigue de basse étendue

Les fenétres typdynamique a basse étendi®ew dynamic
range) comme la fenétre rectangulaire ont d'excellentes
caractéristiques de résolution pour des signaux possédant
des amplitudes comparables, mais c'est un mauvais choix
pour des signaux possédant des amplitudes disparates. Cett
caractéristigue est parfois deécrite en tant gyeamique a
basse etendue
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Fenétre a dynamigue de haute étendue

A l'autre extrémité de I'étendue dynamique les fenétres
type dynamique a haute etenduéhight dynamic range

sont les fenétres qui possedent la résolution la plus faible
Elles sont également les plus pauvres en termes de
sensibiliteé, c’est-a-dire si la forme du signal contient du

bruit aleatoire, son amplitude spectrale, comparée au

sinusoide, apparaitra plus haut gu’en utilisant une fenétr
moins étendue.
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La capacite de trouver des spectres correspondants
aux sinusoides faibles parmi les spectres du bruit
est diminuée par une fenétrelgnamique de haute
etendut. Ce¢ fenétre. son probablemer plus
souvent justifiees dans des applications a large
bande, ou on s'attend a ce que le spectre etant
analyse contienne beaucoup de signaux differents
et de diverses amplitudes.
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Fenétre a dynamigue de gamme modereée

Entre les extremités sont lésnétres adynamique

a etendue modéreémoderate dynamic range,
telles que Hamming et Hann. Elles sont
géenéralemel employée dan: de¢ application a
bande étroite, telles que le spectre d'une ligne de
teléphone.
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En resumé, l'analyse spectrale implique un
compromis entre la distinction des signaux
d'amplitudes comparables avec des
frequences proches et la distinction des
signau; d’amplitude: disparate avec des

frequences differentes. Ce compromis se
produit quand la fonction de fenétre est

choisie convenablement.
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Sighaux a temps discret

Pour un signal échantillonné, l'analyse est habituellémen
fait en appliguant une fonction de fenétre puis une
Transformée de Fourier a Temps discrefDiscrete Time
Fourier Transform ((DTFT)). Mais la DTFT fournie
uniguement un échantillonnage grossier de spectre faurnie
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La figure ci-dessous montre qu’une partie [AUFT pour
une fenétre rectangulaire appligué sur un sinusoide.
. Llaakaglefrﬂm s[sn':usnldltreeta}:rgular’:nndm:@ — lobes secondaires

lobe principale = o —

......................

DFT bins

67
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La fréquence reelle du sinusoide est indiquée en tant que
"0" sur l'axe horizontal. Toutes autres fréquences sont des
fuites. L'unité de la fréquence est appeléesiers dEOBFT

« DFT bins »; c’est-a-dire, les valeurs de nombres entiers
sont les fréquences prelevées par le DFT. Ainsi la figure
dépeint un cas ou la fréquence réelle du sinusoide s'avere
justemer coincide avecun échantillor de DFT, el la valeu
maximum du spectre est exactement mesurée par cet

echantillon.
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Quand 1l manque la valeur maximum par une certaine
guantité [jusqu'a 1/2 de casier], I'erreur de mesure sera
désigné sous le nomerte d'ondulation« scalloping loss»
(inspirée par la forme de la créte). Mais la chose la plus
iIntéressante pour ce cas est que tous les autres échantillon
coincident avec les valeurs nulles dans le vrail spectre (ces
valeur: nulles correspondel réellemer aux croisement de

Zéro, qui ne peuvent pas étre montrés sur une échelle
logarithmigue de ce type.).
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Ainsi dans ce cas-ci, la DFT cree l'illusion d’'un spectre
sans fuite. En depit des conditions peu probables de cet
exemple, I'idée fausse populaire est de considérer cette la
fuite visible est une certaine forme d’artefacts de la DFT.
Mais puisqu¢ n'importe quelle fonctior de fenétre caus

une fuite, son absence apparente (dans cet exemple) est
reellement 'artefact de la DFT.
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Fuite totale

Les concepts de lagsolution et de I'etendue dynamigque
tendent a étre quelque peu subjectifs, selon ce que
I'utilisateur essaye réellement de faire. Mais ils tendent
également a étre fortement corréles aveltiiiae totale, qui

es quantifiable. Elle es habituellemer exprimé« comme

la largeur de bande equivalente, B.
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Considérons la fuite en tant que redistribuer de la
DTFT dans une forme rectangulaire avec une
amplitude egale au spectre maximal et une largeur
B. Plus la fuite est grande, plus la largeur de la
band¢ es grandt. Cette band¢ s'appelll parfois «
noise equivalent bandwidtl» ou «equivalent noise
bandwidth».
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Bien que la fuite a été considérée comme une interférence
d’'une composante de frequence qui s'impose a d'autres
frequences, l'effet est reciproque. Ainsi, si la frequehce
fuit un pourcentage de son énergie dans la fréquepce f
alors une composante de fréquence &ehvoie la faveur
dans la méme proportion. Ceci est vraie pour toutes les
composante de frequenc du signa d'entré.

Ainsi la mesure spectrale a la fréequengedt perturbéee par
toutes les autres composantes. Plus la largeur de la bande de
bruit (B) est grande, plus I'effet est grand.
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Quand le signal est un sinusoide corrompu par le bruit
aleatoire additif, [l'analyse spectrale distribue les

composantes de signal et de bruit difféeremment, souvent
pour faciliter la détection de la présence de ce signal ou
pOuUr mesurer certaines caracteéristiques, telles que
‘'amplitude et la fréquence.

En fait, le rapportsignal sur bruit « signal-to-noise
ratio (SNR) » est amélioré en distribuant le bruit
uniformément, tout en concentrant la majeure partie de
I'énergie de sinusoide autour d'une seule frequence.
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e gain de traitementProcessing gal

Le gain de traitement(processing gaih est un
terme souvent employé pour décrire une
amelioration de SNR. Le gain de traitement de
I'analyst spectral dépeni de la fonctior de fenétre

sa largeur de bande de bruit (B) et sa perte
potentielle d'ondulation.
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Terminologie

* N : la longueur , en nombre de points, d’'une fonction fenétre a
temps discret. Typiguement N est le résultat de 2 a la puissance d’'un
entierm, e.g., 2 =1024.

* N : entier avec & n< N-1. Ainsi les formes des fenétres decalées
dans le temps estvn-((N-1)/2)], ouw(n) est maximale a n = 0.

» Chaqgue label d’'une figure inclus la métrigt noise equivaler
bandwidth» (B), en unites de DFT bins. Comme regle, les fenétres
sont divisées en deux groupes sur la base de B. un groupe couvre la
plage 1< B < 1.8, et l'autre groupe couvrezB1.98. Les fenétres de
Gauss et Kaiser sont des familles qui enjambent les deux groupes,
bien que seulement un ou deux exemples de chacun soient montres.
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Rectangulairew(n) = 1
B=1.0

Window function (rectangular)

amplitude

samples

1 i i L) i 1 L]

dacibels
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Spectral “leakage” from & sinuzoid

A . . . ; %
: . . : 3 i
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DFT hans

g.8
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Cette fenétre a des effets négatifs dans certaaged?our minimiser ces effets, de
tres nombreuses fenétres ont éteé concues pourdépares besoins spécifiques.

Pour les définitions de différentes fenétres @wédsdans la STFT, vous pouvez

consulter http://en.wikipedia.org/wiki/Hann_window#Hamming_window
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{0 wawelet FTuborigf Labi Pitiber , Ames, B4 f%}
Fig. 11 [1]
Les fonctions gaussiennes en couleurs sont les fonctions de

fenétrage localisées g, tt,’ et t;'. Elles correspondes a trois
differentes TF a trois différents instants du temps.
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Hamming

2?m>
N -1

r
|

w(n) = 0.53836 — 0.46164 cos (

37

1

B

Freguency respanze (Harmrming)

Fig. 12

fanmples

Window funcion [Hameming)

apnjidws
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w(n) =0.5 (1 — COos (;W_ﬂl ))

Hann
B=1.50

82

Freguency response (Hann)

samples

Window function (FHannj

apriijde
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Exemple 7

Tout d'abord, puisque notre transformée est une fonction du temps et
de la fréequence (la TF est différente, elle est fonction de la fréequence
seulement), la transformation serait bidimensionnelle (trois, si nous

comptons |'amplitude aussi). Prenons un signal non stationnaire, tel

que le le signal suivant : T “
Dans ce signal (4 sinusoides), il
y a 4 composantes de fréquencys

a differents intervalles du temps.
T,: 0-249 ms~> 300 Hz :
T,: 250-500 ms> 200 Hz * |
T4 501-749 ms> 100 Hz ‘

H|\|

T,: 750-1000 ms> 50 Hz L,
Flg. 14 [1_
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Exemple 7(suite)

Voici la STFT en utilisant une fenétr
Gaussienne de la forme :
W(t)=exp(-at/2)

a détermine la longueur de la fené
(plus a est grand plus la fenétre ¢
étroite et vice versa), et t le temps. |
a=0.001.

FREQUEMCY

Fig. 15 [1]
e Tout d'abord, notons que le graphique est symétriqgue emliceogcerne la ligne

de milieu de I'axe de fréquence (FT fenétrée).

Il y a quatre crétes correspondant a 4 composantes difedenfréequence. A la
difference de TF, ces quatre crétes sont situées a difenetervalles de temps le
long de l'axe de temps.

Maintenant nous avons une veéritable représentation téragsence du signal.
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Le probleme avec STFT est son
analogie avec un probleme connu e
physigue quantique : leprincipe
d'incertitude de Heisenberg on ne
peut pas mesurer des valeurs (ave{ =
une precision arbitraire) de certaines_
guantité. conjuguée: qui son des {13
paires de quantités observables d'un (UL
particule éléementaire simple. Le PIUS neisenerg, vecember 5, 1901- February 1, 1976)
familier de ces paires est la position

et le moment d’inertie.
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Microscope des rayons gamma de
Heisenberg pour localiser un électron
(montré en bleu). Le rayon gamma
entrant (montré en vert) est disperse pe
I'eélectron vers le haut dans l'angle de
I'ouverture du microscop 0. Les rayon:

gamma disperseés sont montres en roug
L'optique classique prouve que la
position de I'électron peut étre détecté
avec une résolution seulement jusqu’

. . L O
un Ax d'incertitude qui dépend deet la VVVV """
longueur d'onde A de la lumiere |
entrante. Fig. 16
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Probleme deésolution

Ce principe peut étre appligué a l'information de
temps-fréequence d'un signal : on ne peut pas
connaitre la représentation exacte en temps-
frequenc d'ur signal c’esi-a-dire, on ne peu pas
connaitre gquelles composantes spectrales existent a
des instants précis du temps. Ce gu'on peut savoir
sont les intervalles de temps dans lesquels certaine
bande de freqguences existent.
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Le probleme avec le STFT a un rapport avec la
largeur de la fonction de fenétre qui est
employée. Cette largeur de la fonction de
fenétre est connue commedepport(suppor)

de la fenétre. Si la fonctior de fenétre es
étroite, alors elle est connu comme
« compactly supporteds. Cette terminologie
est souvent utilisée dans le domaine des
ondelettes.
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Rappelons-nous gu'en TF il n'y a aucun probleme de
résolution dans le domaine fréquentiel, c’est-a-dire,snou
savons exactement quelles fréquences existent; ausy, il n
a aucun probleme de resolution dans le domaine temporel,
puisgu¢ nous connaissor la valeul du signa a chaqu
Instant de temps.

Par contre, la résolution temporelle en TF, et la résolution
frequentielle dans le domaine de temps sont zéro, puisgue
nous n'avons aucune information sur elles.
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Ce qui donne la resolution frequentielle parfaite en TF
est le fait que la fenétre employée en TF est sopeau
(kernel) : la fonction exp{j21}, qui existe a tout
moment de <o a + o (fenétre de longueur infinie).

Maintenant, dans la STFT, notre fenétre est de longueur
finie, ainsi elle couvre seulement une partie du signal, ce
qui provogue une reésolution fréquentielle plus faible :
nous ne connaissons plus les composantes exactes de
frequence qui existent dans le signal, mais nous
connaissons seulement une bande de ces fréquences.
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Pouvons-nous demander, pourquoi ne pas utiliser une longueur
infinie de la fenétre pour la STFT, afin d’obtenir une résolution

parfaite en fréquence ?

Nous sommes confrontes au dilemme suivant :

D’une part, si nous employons une fenétre de longueur infinie, nous
obtenons la TF, qui donne la résolution parfaite de fréquence, mais
aucun: informatior de temp:. D’autre part afin d'obteni une
stationnarite dans cette fenétre, nous devons avoir une fenétre assez
étroite, dans laquelle le signal est stationnaire. Plus nous rendons la
fenétre etroite, plus la résolution en temps est meilleure, et plus la
I'nypothese du stationnarité est meilleure, mais plus pauvre la

resolution de frequence :

Fenétre étroite >bonne résolution temporelle
Fenétre large —>bonne résolution frequentielle
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9)

Résolution temporelle : A quel  Résolution fréquentielle : A
point deux crétes dans le temps quel point deux composantes
peuvent étre separees l'un de spectrales peuvent étre séparées
lautre dan: le domaine de la  'un de l'autre dan: le domain
transformation. de la transformation.
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fu

Chaque case (carrée) correspond a une

valeur de la STFT dans le plan temps-

frequence représente une partie eégale.
Remarquez que les cases possedent

certaines surfaces constantes non nulles qui

impliguent que la valeur dun point
particulier dans le plan temps-fréguence ne

peu pas étre connut. Tous les points dans ce
plan qui tombent dans une case sont Fig. 17
représentés par une seul valeur sur la STFT.
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Exemple 5(suite)

Choisir 4 fenétres de differente longueurs puis
appliquer la STFT.

La fenétre choisie est une fonction Gaussienne de
la forme

W) =exp (-at/2)

a détermine la longueur de la fenétre (plus a est
grand plus la fenétre est étroite et vice versa) , et t
le temps.
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Exemple 7(suite)
a=0.01

-L
(i
=3
—
—
X
5

=

on

aoo 1000

La figure ci-dessus montre la STFT obtenue. Notez que les guatre
crétes sont bien séparées l'une de l'autre dans le temps. Notez aussi
que, dans le domaine de fréequence, chaque créte couvre une gamme
des fréguences, au lieu d'une valeur unique de fréquence.
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Exemple 7(suite)
a=0.001

L
_J
e
—
a

10010

La figure ci-dessus montre la STFT obtenue. Notez que lesajogtes ne sont
pas bien séparées l'une de l'autre dans le temps, c’'est-anaie la résolution
dans le domaine temporel a été diminuée. Notez aussi qus, ldatomaine
frequentiel, chaque créte couvre une gamme de frequende=uadiune valeur
unigue de fréquence, mais moins eétroite que celle obtenuns d&a cas

précédent, i.e. la résolution dans le domaine frequenéét améliorée.
07/12/201. 97



Exemple 7(suite)
a=0.0001

a0l 1000

FREQUEMNCY I
La figure ci-dessus montre la STFT obtenue. Notez que leSajaetes ne sont
pas bien séparees l'une de l'autre dans le temps, c’est-aHge la résolution
dans le domaine temporel a été encore diminuée. Notez aussidans le
domaine frequentiel, chaque créte couvre une gamme deeinéga au lieu
d'une valeur unigue de fréquence, mais plus étroite que obtenue dans le cas
précédent, c’'est-a-dire que la resolution dans le domaiéguéntiel a été

encore ameéliorée.
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Exemple 7(suite)
a =0.0001

DE

=
—
=
500 1000 F

FREQUEMCY

La figure ci-dessus montre la STFT obtenue. Notez que lesajagtes ne sont
pas bien separées l'une de l'autre dans le domaine tempestta-dire que la
résolution dans le domaine temporel a été encore diminugezMen outre que,
dans le domaine frequentiel, chaque créte couvre une gararfrégliences au
lieu d'une valeur unique de frequence, mais plus etroitecglle obtenue dans

le cas précedent, c’est-a-dire que la resolution dans lead@mrirequentiel a été

encore améliorée.
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Conclusion surla STFT

Ces exemples devraient avoir illustré le probleme implicite de la
resolution du STFT. Un utilisateur souhaitant employer la STFT est
confronté a ce probleme de résolutignuelle largueur et quel type

de fenétre a employer ?

» Les fenétres étroites donnent la bonne résolution dans le domaine
temporel, mais la résolution est faible dans le domaine frequentiel.

» Les fenétres larges donnent la bonne résolution dans le domaine
frequentiel, mais la résolution est faible dans le domaine temporel ;
mais, les fenétres larges peuvent violer la condition de stationnarité.
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Peut-on choisir une fonction de fenétre, une fois
pour toutes, et utiliser cette fenétre dans l'analyse
entiere ?

La réponse, naturellement, est liee a I'application : Si les compa@sante
de fréequence sont bien séparés l'une de l'autre dans le signal original,
nous pouvon: alors sacrifiel une certaine résolutior dan¢ le domain

de frequence et aller chercher la bonne résolution dans le domaine de
temps. Cependant, si ceci n'est pas le cas, alors une bonne fonction de
fenétre doit étre trouvée, cette tache pourrait étre bien difficile !

Solution: les ONDELETTES(WAVELETS)
Eliminer, dans une certaine mesure, le dilemme de la

resolution
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2. Transformeée en Ondelette Continue (Continuous Wavelet
Transform (CWT))

Bien que les problemes de la résolution temporelle
et frequentielle soient des résultats d'un phénomene
analogue au probleme d'incertitude de Heisenberg
et existent indépendamment de la transformation
utilisée, il est possible d'analyser n'importe quel

signal en employant une approche alternative
appeléeanalyse multirésolution(Multiresolution

Analysis (MRA)).
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MRA est concu pour donner
 une bonne resolution temporelle et une faible

resolution fréquentielle aux hautes frequences et
e Une bonne resolution fréquentielle et une faible
résolutior temporellcaux basse frequence.

Cette approche a un sens, particulierement quand le
signal reel a des composantes de haute fréquence sut
des courtes durées et des composants de basse
fréeguence sur des longues durees.
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Heureusement Ies sighaux gui sont produits dans
les appllcatlons prathues sont souvent de ce type.

100 150 200 250
All Rights Reserved, Robi Polikar, 1995 Ames, 1A,

Les WT sont largement divisées en trois classes,
CWT, DWT et transformées en ondelettes basées sur
I'analyse multirésolution (MAW).
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Transformee enavrdﬁﬁtﬂmnﬁ'rmﬂe(CWT)

La CWT a été développée comme une approche
alternative a la STFT pour surmonter le probleme
de résolution. L'analyse d'ondelette est faite d'une
maniert semblabl a I'analyside STFT er un sen:

gue le signal est multiplie par une fonction,
ondelette (wavele), semblable a la fonction de
fenétre dans le STFT, et la transformation est
calculee séparément pour differents segments du
signal dans le domaine temporel.
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Cependant, il y a deux différences principales entre
le STFT et la CWT. Dans le cas de CWT

1. Les fréequences négatives de la TF de signaux
fenétrés ne sont pas considérées, et donc une créte
unique ser: VUE comme un spectr: correspondal 8

un sinusoide.

2. La largeur de la fenétre sera changée pendant la
transformation et sera calculée pour chaque
composante spectrale unique. Cecl est probablement
la caractéristigue la plus significative de la
transformée en ondelettes
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PrOJectlon d'une fonction Xx(t) sur un sous
ensemble a échelle s
| e sous ensemble d’échelle s ou d’'une bande

de frequence [1/s, 2/s] est génére par des
fonctions Ou ondelettey filles (baby
functions, daughtel wavelet) ¢, (t) qui son

des fonctions translatées et mises en échelle
(dilatées ou compressee) d’une fonction
continue dérivable appelée fonction ou
ondelette mere(mother wavelet ¢ (t).
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La CWT est une fonction de deux parametres s.

Parameétre de Parameétre d’échelle Signal a
Translation, mesure le  mesure la fréquence analyse
temps

(10)

Complexe conjugué de I'ondelette fille. Tous les
La Transformée Continue en noyaux (kernelg sont obtenus par une
ondelette(coefficients de translation (shifting) et/oumise en échelle
I'ondelettd du signal(t) en utilisant (scaling) del’ondelette merap(.)

'ondelette mere d'analys(.) (*) complexe conjugé de la fonctian

le signal transformeé est une fonction de deux variabtest s, les
parametres detranslation (translation) et dechelle (scalg,
respectivement.¥, (t) est la fonction de transformation, appellée

I’ ondelettefilibe(baby fiumettmms dawgintemnmae k.
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L'ondelette mere obtient son nom di a deux proprietes
importantes de l'analyse d'ondelette comme expliqué ci-
dessous :

Le termeondelettesignifie une petite onde (selon ses inventeurs le
geophysicien Francais Morlet et son collaborateur physicien croate
Grossma aL debu des année 80). La petite dimensiol se rapportt a

la condition que cette fonction (de fenétre) est de longueur finie
(compactly supported L' onde se rapporte a la condition que cette
fonction est oscillante. Le termeereimplique que les fonctions avec
differente regions de support qui sont employées dans le processus de
transformation sont derivées d'une fonction principale, ou l'ondelette
mere. En d'autres termes, l'ondelette mere est un prototype pour
produire d’autres fonctions de fenétre.
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e Le termetranslation est employée dans le méme sens
gu'elle a eté employé dans la STFT; il est lié a I'endroit de la
fenétre, car la fenétre est décalee sur le signal. Ce terme,
correspond evidemment a l'information temporelle dans le
domaine de transformation.

e Cependant, nous n'‘avons pas un parametre de fréquence, comme
nous l'avions eu avant pour la STFT. Au lieu de cela, nous avons le
parametre dichelle (scalg qui est défini comme 1/frequence. Le
terme fréquence est réserve ala STFT.
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Echelle(scalg

Le parametre d’échelle dans l'analyse d'ondelette est semblable a
L'échelle utilisée dans les cartes routieres. Comme dans le cas des
cartes routieres, les hautes echelles correspondent a une vue globale
non-detaillee (du signal), et les bas échelles correspondent a une vue
detaillée.

De méme, en termes de fréquence, les basses fréquences (hautes
échelles) correspondent a une information globale d'un signal
(qu'enjambe habituellement le signal entier), tandis que les hautes
frequences (basses échelles) correspondent a une information
detaillée d'une forme cachée dans le signal (qui se produit
habituellement dans un temps relativement court).
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En pratique, les basses eéchelles (hautes fréquences) apparaissent
habituellement de temps en temps en tant queiidesitoires (burts

or spikeg. Les hautes échelles (basses frequences) durent
habituellement la durée entiere du signal.

L'échelle, comme une opération mathématigdégate ou comprime
un signal. Grandes échelles correspondent aux signaux dilatées et les
petites echelles correspondent aux signaux comprimes.
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En termes de fonctions matheématiques, si f(t) est une fonction donnee
f(St) avecS = k/s, k = const., correspond a

* Une version contractée (comprimée) de f(tpsi 1 et a

e une version augmentée (dilatée) de f(tpst 1 (ou s > 1).

Cependant, dans la définition (10) de la transformée en ondelettes, le
terme échelle est employé dans le denominateur, et donc, elle est
l'oppose de s, c’'est-a-dires échelles s > 1 dilatent le signal (basses
frequences) tandis que les échelles s < 1, compriment le signal
(hautes frequences)
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Exemple 9

Signal x&t) = Cos (21ft) = Cos (2t/s) EEIRE
avecsS = 21vs |
représente sur 4 echelles.

1
|
|

Fig. 24 [1]

Tous les signaux indiqués en figure 24 sont derives du méme signal
de cosinus, c’est-a-dire, ils sont des versions dilatées ou comprimees
de la méme fonction. Dans cette figure, s = 0.05 est la plus petite

échelle, et s=1 est la plus grande échelle.

07/12/201 114



Calcul de la CWT

Soit x(t) le signal a étre analysé.dddelette mere ¢ (t) est choisie
pour servir de prototype a toutes les fenétres dans le processus. Toutes
les fenétres qui sont employees (ondelettes filles) sont des versions

dilatees (ou comprimées) et décalees de l'ondelette mere.
Constant de

normalisatior

(11)

Il y a un certain nombre de fonctions qui sont employées a cette fin.

L’ ondelette de Morleet lafonction de chapeau mexicaiisont deux
candidates, et elles sont employees pour l'analyse des ondelettes des
exemples qui sont présentés plus loin.
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Fig. 25

06

08r

"Mex-Hat Y (t) =e™ e’

1 t?

Y(t) = (( >—1) e?’) |
J2mno®

C’est la dérivée seconde d’'une

fonction Gaussienne scalaire

—t2 05}

2
Dont le noyau es€*’ .

| a : parametre de modulation
(modulation parameter)

| o : parametre d’'étallonage
(scaling parameter)

15 1 1 1 1 1 1 1
-8 £ -4 -2 0 2 4 B g

o : parametre de dilatation qui

détermine la largeur de la fenétre Meyer : définie dans
le domaine fréquentiel

Pour des liens utils sur les ondelettes, consulter par exemple ehttpitipedia.org/wiki/Wavelet
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Une fois que I'ondelette mere est choisie le calcul commence pars =1
et la CWT est calculée pour toutes les valeurs de s <1 et s > 1.
Cependant, selon le signal, une transformée complete n'est
habituellement pas nécessaire. Pour tous les besoins pratiques, les
signaux sont limités en largeur de la bander(d limited, et donc, le
calcul de la transformee pour un intervalle limité d’échelles est
habituellement adéquat. Dans certaines études, un intervalle fini de
valeur: poul s son employe.

Si le signal a une composante spectrale qui correspond a la valeur
courante de s, le produit de I'ondelette mere avec le signal a I'endroit
ou cette composante spectrale existe donne une valeur relativement
grande. Autrement, ce produit donne une valeur relativement petite ou
nulle.
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Les étapes pour le calcule de la CWT

1. Initialisation de s

Pour la convenance, la procédure de calcule sera commenuairade I'échelle
s=1 et continuera pour les valeurs croissantes de s, cdista l'analyse
commencera a partir des hautes fréequences et procédenaydaEsses fréguences.
La premiere valeur de s correspondra alors a l'ondelette$acomprimeée.

2. Calcul dela CWT (équ. 10)

L'ondelette est placée au déebut du signal au point qui quoresau temps = 0. La
fonction d'ondelette a I'échelle 1 est multipliée par lensilgpuis intégrée sur tout le
temps. Le résultat de l'intégration est alors multiplié pamombre constant/@
Cette multiplication est faite pour la normalisation digmne de sorte que le signal
transformé ait la méme énergie a chaque échelle. Le réfnlihiest la valeur de la
transformee, c’est-a-dire la valeur de la CWT au temps zgad’échelle s=1. En
d'autres termes, c'est la valeur qui correspond au om0, s = 1 dans le plan
échelle-temps.
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3. Incrémentation det

L'ondelette a I'échelle s = 1 et ensuite translatée (ou d@&jalers la droite par une
valeurt a 'emplacement t =, et I'équation (10) est calculée de nouveau pour
obtenirla CWT au pointt =, s = 1 dans le plan échelle-emps.

Ce procédé est repété jusqu'a ce gue l'ondelette atteaxteité du signal. Une
rangée des points sur le plan échelle-temps pour I'échellelsest maintenant
accomplie.

Puis s es augment pal une petite valeu. Note:z qu’il s’agil d’'une transformatio
continue, et dong, et s doivent étre incrementés d’'une fagcon continue. Cepgnda
si cette transformée a besoin d'étre calculée par un oedinaalors les deux
parametres sont augmentés par un pas suffisamment pett. cGgespond a
I’échantillonnage du plan échelle-temps.

Le procédé ci-dessus est répété pour chaque valeur de su€habrul pour une
valeur donnée de s remplit une rangée simple dans le planietdmps. Le
processus de calcul de CWT du signal sera achevé quand tesitesleurs désirees
de s sont considerees.
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Exemple 10

Le signal et la fonction d'ondelettes
sont présentés pour quatre valeurs CWT >é” (T S)
. ) :

différentes de tau. Le signal est ung
version tronquée du signal montre e
figure 23. La valeur d'échelle est de T NI
correspondant a la plus faible échelld r _
ou plus haute fréquence. Note |EENEREHEHA g

bleue. Elle devrai étre auss etroite | s —
gue la composante de la plus hauj ' : : | ; |
frequence qui existe dans le signal.

Quatre endroits distincts de la

en figure aty= 2, = 40, = 90, et d,= [ Y1 S-S
140. A chaque endroit, il est multiplié sl e
par le signal. De toute évidence, |cyu i a_——
produit est différent de zéro quel .

lorsque le signal est dans la région dECEEEEEERE RERENE

I'appui Guppor) de I'ondelette, et elle = :

est nulle ailleurs. Fig. 26 [1]
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Exemple 10 (suite)

Si le signal a une composante

spectrale qui correspond a la valeur CWTY (T,S)
courante de s (qui est 1 dans ce caga
le produit de I'ondelette avec le sign: ; ; ;
a l'endroit oU cette COMPOSANtEE T
spectrale existe donne une vale
relativement  grande. Si [
composante spectrale qui correspofji

a la valeul courant de s 'n'es pa:s
présente dans le signal, la valel
produite sera relativement faible, o
nulle. Le signal en figure 26 possed .
des composantes Spectral (]

50 100 150 200 0 100 150
to=30 to=140
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Exemple 10 (suite)

CWT¥ (1,9)

La CWT produira des valeurs élevees
pour des basses échelles autour Cp L) ;
100 ms, et des petites valeurs ailleur<| il S
D'autre part, pour les hautes échelle IR ||} NSRS

poul presqu la durée entiere du
signal, puisque les basses frequenced
existent a tout moment.

Ea
i 4 ] 4 o
! \ e und
% UL IR v
) )
)

100 130 200
to=90
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CWT¥ (1,9)

Exemple 10(suite)

S=5
Notez comment la largeur Clpy Sl S —
la fenétre change  aveluainddllikae e
l'augmentation de ['échell}

(diminution de la fréquence i

A mesure que la largeur de
fenétre augmente, I
transformée commence :
sélectionner les composar |
de basse frequence. =

..........
......

50 100 150 1 3
to=110 to=140
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Exemple 10(suite)

s =20
Notez comment la largeur ¢
la fenétre change ave | . |
l'augmentation de ['‘échel| i Eu—_I G R | S SN
(diminution de la fréquence |k r—— % 0 1on 1o

A mesure que la largeur de toms0
fenétre augmente, : : — -
transformée commence IF| IR RN S— 0.0
sélectionner les composarjsss | S S PO O || SO
de basse fréquence. " i |

130

’[|:|=i 3 1] ] ] to =_1 -:'1I:I
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En conséquence, pour toutes les échelles et a
chaque temps (intervalle), un point du plan temps-
échelle est calculé. Les calculs a une echelle
construiser les rangée de plar echelletemps ef

les calculs a differentes éechelles construisent les
colonnes de plan échelle- temps.
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Exemple 11

Considéro
stationnaire.
composé d
30Hz,20H

fmmmmmmmmmm =
: 2. Transformée en

12¢
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2. Transformée en Ondelette Continue CWT # (7,5)
Exemple 11(suite) s

La CWT du signal. Notez
gue les axes sont Ia
translation et I'échelle, pas
le temps et la fréequence.
Cependant, la translation es
strictement liee au temps,
cal elle indique I'endroi oC il N ——
'ondelette mere est situe.
La translation de l'ondeletteFig. 30 [1] « Scaleogramou Scalograns : coefficients

mere peut étre COnSidérééjeS ondelettes en fonction de s et. . Les axes sont
normalisés. A peu prés, les 100 points sur la translation

comme le tlemps éCOUIécorrespondent a 1000 ms, et les 150 points sur I'échelle

depuis t = 0. Le paramétrecorrespondent a une bande de fréquence de 40 Hz. (les
nombres sur l'axe de translation et de ['échelle ne

d'echelle s dans IIéCIuatiOncorrespondent pas aux secondes et Hz, respectivement, ils
14 est en fait inverse de |ane sont que le nombre d'échantillons dans le calcul).

frequence.
07/12/201. 127

A

AMPLITUDE

24
1.
O,
0

15



2. Transformeée en Ondelette Continue | CWT ¥ (7,5)
Exemple 11(suite) |

De plus petites échelles correspondent a
frequences plus élevées, a savoir,
frequence diminue avec l‘augmentat
échelle, par conséquent, la partie du gra
avec des eéchelles autour de z¢
correspondent en fait aux plus hau
frequences dans l'analyse, et que
échelles élevées correspondent aux ba
frequence. Rappelon-nous que la premiert
composante du signal a 30 Hz (fréequenct
plus élevée), ce qui apparait au plus bas

échelle a des translations de 0 a 30. Vient

ensuite la composante 20 Hz, le deuxieme

plus haute fréquence, et ainsi de suite. La

composante 5 Hz apparait a la fin de I'axe de

translation (comme prévu), et a des échelles

supérieures (basses fréquences) a nouveau
comme prévu.

-+

AMPLITUDE
So — N o

n
>

TRANSLATION
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Exemple 11(suite)

Figure 31 est la Figure 30 vue

d’un autre angle. CWT¥ (1,S)

A la différence du STFT qui
une résolution constante a tout
instants du temps et a toutes |
frequences, la WT a une bonr
résolutior temporelle el une
faible résolution frequentielle el
hautes fréguences, et une bon
résolution fréquentielle et un
faible résolution temporelle au:
basses fréquences.

)

AMPLITUDE

b, TF-‘HH SLATION

150 — 100 ! T ____r 0

SCALE 0
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Résolutions en temps et en fréguence

Chague case correspond a ur
valeur de la WT dans le plan
temps-fréquence. Remarquez qu
les cases possedent certaing
surface constante nor nulles §
qui impliquent que la valeur d'un j§
point particulier dans le plan
temps-fréquence ne peut pas €ti
connue. Tous les points dans ¢
plan qui se situent dans une case
sont représentés par une seul
valeur sur la WT.

Fig. 32 [1]
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e Malgré que les Iargeurs et les hauteurs des cases changent, la surface
(determinée par la CWT) est constante, c’'est-a-dire chaque case
représente une part egale du plan temps-fréquence, mais donne des
proportions différentes pour le temps et pour la fréquence.

* Aux basses fréquences, les hauteurs des cases sont plus courts (ce
qui correspond a des meilleures resolutions frequentielles, car il y a
moins d'ambiguité quant a la valeur exacte de la fréguence), mais
leurs largeur: son plus longue: (ce qui correspon a des mauvaise
résolutions temporelles, car il y a plus d'ambiguité quant a la valeur
exacte du temps).

* Aux fréguences plus élevees la largeur des cases baisse, c’est-a-dire
la résolution temporelle s'améliore, et I'hauteur des cases augmente
c’est-a-dire, la resolution en fréquence devient plus faible.
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* Dans le cas de STFT les résolutions temporelles et fréquentielles
sont constantes. Par conséquent le plan temps-fréquence se compose
de carrées constantes (déterminée par la STFT).

» Toutes les surfaces sont limitées par a une valeur minimate 1/4

e D'autre part, pour une ondelette mere donnee, les dimensions des
cases peuvent étre changees, tout en gardant la méme surface. C'est
exactemer ce que la transformatio er ondelett: fait.
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Inverse de la transformee en ondelette continudCWT)

La fonction d’origine Xx(t) peut étre reconstruite :

Signal
d’origine

(12a)

Le constant d’admissibilit¢la TF dey) :

Ou y(¢) estlaTF dg(t) avect (0= [¢(®dt=0 quiimplique que
I'’ondelette doit étre oscillatoire.
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Idee prlncuoale de la théorie de 'analyse en
ondelettes

La TF utilise dedonctions de basgbasis functiong pour
analyser et reconstruire une fonction. La TF est basée sur le
principe de linéarité . chaque vecteur dans un espace
vectoriel peut étre écrit comme une combinaison lineaire
des vecteur: de base (basis vectors) dans cel espac
vectoriel, c'est a dire, en multipliant les vecteurs par des
nombres constants, puis en prenant la somme des produits.
L'analyse du signal impligue l'estimation de ces chiffres
constants doefficients de transformation ou les
coefficients de Fouriey coefficients de I'ondeletteetc.) La
synthese, ou de la reconstruction, correspond a l'équaéon
calcul de combinaison linéaire.
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Toutes les définitions et les théoremes relatifs a ce sujet
peuvent étre trouvees, par exemple, dans les livres de
Stephane Mallat et Keiser [4, 6].

Vecteurs de base

Une base V d'un espace vectoriel est un ensemble de
vecteurs linéairement indépendants, tel que tout vestelar

V peu étre écril comme une combinaiso linéaire de ces
vecteurs de base. Il peut y avoir plus d'une base pour un
espace vectoriel. Cependant, tous ont le méme nombre de
vecteurs, et ce nombre est connu sous le nom de la
dimension de I'espace vectoridbar exemple dans 'espace a
deux dimensions, la base aura deux vecteurs
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SO|tbk un vecteur de base ef son coefficient associé

V= ka (13)
Ce concept, donné en termes de vecteurs, peut facilement
étre generalisée a des fonctions, par le remplacement des
vecteurs de basb, par les fonctions de basg(t), et le
vecteu v pal une fonctior f (t).

Les fonctions exponentlelle complexe (sinus et cosinusi so
les fonctions de base pour le TF. De plus, elles sont des
fonctions orthogonales, qui fournissent certaines peb@si
désirables pour la reconstruction.
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Soit f(t) et g(t) deux fonctions dans?a, b]. (La, b]
désigne lI'ensemble de carré des fonctions intégrables dans
I'intervalle [a, b]). Le produit scalaires de deux foncB8ast
défini par b *

(f),9M)=]f{t)g (t)at (15)
Selor cette définition, le CWT peu étre considér comme le
produit scalaire du signal de test avec fonctions de basa de |

Y, (1) - b )
CWT/ (1,5) =W/ (r,9) = [ x(t); (t)dt (16)

1 —
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Cette définition de la CWT montre que l'analyse en onddette
est une mesure de similitude entre les fonctions de base
(ondelettes) et le signal lui-méme. Ici la similitude eshslde
sens de méme contenu frequentiel. Les coefficients calage
CWT se réferent a la proximité du signal a I'ondelette a éédeh
courant.

Cec clarifie davantag la discussio précédenti sui la corrélatior

du signal avec l'ondelette a une certaine échelle. Si leabigst

une composante importante de frequence correspondant a
I'echelle courant, lI'ondelette (la fonction de base) ahéée
courant sera similaire ou proche du signal a I'endroit palrar

ou cette composante de fréguence se produit. Par consgtpient
coefficient de CWT calculé a ce point dans le plan tempsiéche
sera un nombre relativement important.
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Produits scalaires, Orthogonalité, et Orthonormalié
Deux vecteurs v, w sont ditsrthogonaux si leur produit
scalaire est egal a zéro :

(v,w)=>"v,w;, =0 (18)

De méme, deux fonctions f et g sont dilghogonaledes

unesaux autre: si leur produit scalairces nul :
b
. (19)
(f),0m)=[flt)g (t)dt=0

a
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Un ensemble de vecteurs{ v,, ....,v,} est ditorthonormé
s’lls sont deux a deux orthogonaux les uns aux autres, et
tous ont une longueur de "un". Cela peut étre exprimé
comme suit:

(VW) =3, (20)
oug, =0, si kzl et 9J,=1 si k=l
est la fonction de Dirac (Kronecke
De méme, un ensemble de fonctiogpg{)}, k = 1,2,3,..., est
dit orthonormesi (conditions d’orthogonalité) :

j¢k (t)¢|* (t) dt=9,, (21)
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Comme indigué plus haut, Il peut y avoir plus d'un ensemble
de fonctions de base (ou vecteurs). Parmi elles, les farstio
de baseorthonormeées(ou vecteurs) sont d'une importance
particuliere en raison des bonnes proprietes qu‘elles
fournissent a trouver ces coefficients analyse. Les bases
orthonormales permettent le calcul de ces coefficientsed'u
manier¢ direct el tres simple er utilisant la propriéte
orthonormalitée.

Pour les bases orthonormales, les coefficignigpeuvent
étre calculés comme

o =(f.q)=[ ), (t)dt (22)
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et la fonction f (t) peut alors étre reconstruit paquation
(14) en remplacant les coefficiepts Cela donne

fO=uab=2(f.a)a0 &

_es bases orthonormales peuvent ne pas étre disponibles
pour chaque type d'applications ou une version géneralisée
pase biorthogonale: peu étre utilisée. Le terme
"biorthogonales" se refere a deux bases différentesamii s
orthogonales les uns aux autres, mais chacune ne forme pas
un ensemble orthogonal.

Dans certaines applications, cependant, les bases biorthogonales
peuvent également ne pas étre disponibles, un cas ou les frames
(frames) peuvent étre utilises. Cadres constituent une partie importante
de la théorie des ondelettes [4, 6, 7].
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Exemples

Les exemples suivants correspondent a des sighaux
réeels non stationnaires. Ces signaux sont issus des
bases de données de signaux qui representent des
potentiels evoqués liees a un evenemese(it
relatec potential) pour une personn normale ef

pour une personne atteint d'une maladie
d’Alzheimer. Puisgue ces signaux sont des sighaux
reels, leurs interprétation n’est pas simple. L'objectif
de ces exemples est de donner uniguement une idée
sur 'allure de CWT pour ces sighaux.
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Exemples(sune)

Signal de potentiel évoqué d’une personne normale
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Fig. 33 [1]
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Exemples(sune)

CWT de potentiel evoqué d’une personne normale
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Exemples(sune)

CWT de potentiel evoqué d’une personne normale

A
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Fig. 34b [1] Un autre angle de vue.
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Exemples(sune)

CWT de potentiel évoqué d’une personne normale (suite)

Un point important a noter ici est le fait que le
calcul n'est pas un veritable WT continu, puisque
ce calcul est effectué au nombre fini de valeurs de
T et s. C'est seulement une version discréetisée de
CWT, qui es expligué plus tarc dan¢ ce
document.

Notez, cependant, gu’ll ne s’agit pas d’une
transformation par ondelettes discre(®WT) qui

est la matiere de la derniere partie de ce
documents.
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Exemples(sune)

Signal de potentiel évoqué d’une personne atteint d'une
maladie d’Alzheimer
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Exemples(sune)

CWT de potentiel évoqué d’'une personne atteint d'une maladhlzheimer
(suite)
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Exemples(sune)

CWT de potentiel évoqué d’'une personne atteint d'une maladhlzheimer
(suite)

Fig. 36b [1] Un autre angle de vue.
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3. Discrétisation de la Transformée en Ondelette
Continue : Lesséries d’'ondeletteB/Navelet series

Dans le monde d'aujourd'hul, les ordinateurs sont
utilisés pour faire la plupart des calculs. Il est
évident que ni la WT, ni la STFT, ni la CWT ne
puissent étre pratiguement calculees en employant
des équations analytiques, des integrales, etc... |l
est donc necessaire de discrétiser ces transformees.
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Comme dans la TF et la STFT, la maniere la plus
Intuitive de faire cecl est simplement
d’échantillonner le plan temps-frequence (échelle).
Encore intuitivement, I'echantillonnage du plan
avec un taux d’echantillonnage uniforme semble le
choix le plus normal. Cependant, dans le cas de la
WT, le changement de I'’échelle peut étre employé
pour réduire le taux d’échantillonnage.
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Aux plus hautes échelles (aux plus basses frequences), le
taux d’échantillonnage peut étre diminue, selon la regle de
Nyquist. En d'autres termes, si le plan temps-échelle doit
étre echantillonné avec un taux d’echantillonnage dexN
I'echelle s, le méme plan peut étre echantillonné avec un
taux d’echantillonnage de ]Na I'echelle g, ou, s< s, (ou

f,>f,) elN,< N, 20

.-

Autrement dit, aux fréquences basses le taux d’échantillonnage doit
étre diminué ce qui permet de gagner un temps important de calcul.

07/12/201 15¢



Cependant, la discrétisation peut étre faite de n'importe
guelle facon sans restriction en ce qui concerne |'analyse d
signal. Si la synthese n'est pas exigée, méme les criteres de
Nyquist n'a pas besoin d'étre satisfaits. Les restrictalas
discrétisatio el aL taux d’échantillonnag devienner
Importantes si, et seulement si, la reconstruction de kigna
est désirée. Le taux d’echantillonnage de Nyquist est le
taux minimum d’échantillonnage qui permet au signal
original en temps continu d'étre reconstruit a partir de ses
échantillons discrets.
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Comme cite precéedemment, 'ondeletigt,s) qui satisfait
I'equation 12b, permet la reconstruction du signal par
I'équation 12a. Cependant, ceci est vrai pour la transfermé
continue. La question est : pouvons-nous néanmoins
reconstruir le signa si nous discrétison les parametre du
temps et de I'echelle ? La réponse est « oui », mais sous
certaines conditions.
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Le parametre s de I'échelle est discrétise dabord sur une
grille logarithmique. Le parametre de temps est alors
discrétise par rapport au parametre de I'echelle, c’'alitey-

un taux différent d’échantillonnage est employé pour cleaqu
échelle. En d'autres termes, lI'échantillonnage est fait pa
" échantillonnage dyadiqueg(dyadic sampling représenté
sulle schém suivan:

Fig. 37 [1]
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Echantlllonnaqe dyadigue

Une forme d'echantillonnage est dyadique si les
ondelettes filles sont generées en dilatant la mere
ondelettes pargset la translater par ks

L'echantillonnage dyadique est optimale parce que
la variable de translation est échantillonné a la
frequence de Nyquist pour toutes freguences
donnees.
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Considerons le domaine couvert par les axes comme le plan
entier échelle-temps. Le CWT attribue une valeur a la
continuité des points sur ce plan. Par consequent, il y a un
nombre infini de coefficients de CWT.

Considerons d'abord la discrétisation de l'axe de I'éehell
Parm le nombre Infini de points seulemer un nombre fini

sont pris, en utilisant une regle logarithmique. La base du
logarithme depend de l'utilisateur. La valeur la plus
commune est 2 en raison de sa convenance. Si 2 est choisi,
seulement les échelles 2, 4, 8, 16, 32, 64.... etc. sont
calculées. Si la valeur était 3, les echelles 3, 9, 27, 81,
243....etc. auraient éte calculees.
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L'axe du temps est alors discrétise selon la discréetisdgon
I'axe de I'échelle. Puisque I'’échelle discrete change par d
facteurs de 2, le taux d’échantillonnage est réduit poxel'a
du temps par un facteur de 2 a chague échelle.
Remarquons que pour la plus basse échelle (s=2),
seulement 32 points de |'axe de temps sont échantillonnés
(pour le cas particuliel donne sui la figure 36). A la
prochaine valeur de ['échelle, s=4, le taux
d’echantillonnage de l'axe du temps est réduit par un
facteur de 2 puisque I'echelle est augmenté par un facteur
de 2, et donc, seulement 16 echantillons sont pris. A I'étape
suivante, s=8 et 8 echantillons sont pris dans le temps, et
ainsi de suite.
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Bien gue ce plan s'appelle plan échelle-temps, il est plus

precis de l'appeleplan échelle-translation parce que le

« temps » dans le domaine de transformation correspond

reellement au decalage de l'ondelette dans le temps. Pour la
série d'ondelette, le temps réel est encore continu.

Comme pour la relation entre la transformée de Fourier, la
série de Fourier continue et la transformee de Fourier
discrete, nous avons alors uttansformée par ondelettes
continue, une transformée par ondelettes semi-discrete
(semi-discrete wavelet transfonfégalement connue sous
le nhom de série d'ondelette (wavelet serieg et une
transformee par ondelettes discrete
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Exprimant le procédé ci-dessus de discrétisation en termes
mathématiques, la discrétisation de I'échelle est g)=e$ la
discrétisation de translation est = k.gJ.T,0U les paramétres
entiers § > 1 ett, > 0. Noter, comment la discretisation de la
translation dépend de la discrétisation de I'eéchelle ayebans

ce cas, les ondelettes filles utilisees dans le cas desaitese|
continues équatioil (11), devienner :

ou j, KJZ.

07/12/201 161



Définition mathématiqgue : Une fonction ¢ est
appelée ondelette orthonormale (orthonormal
wavelej si elle peut étre utilisée pour définielspace
de Hilbert (systeme orthonormal complet de I'espace
de Hilbert des fonctior carrée intégrables. La bast
de Hilbert est construit comme une famille de
fonctions {¢, : ), kOZ } par une translation

dyadigue et une dilatation dg.
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Si {{,} constitue une base orthonormee, la série
transformée en ondelettes (coefficients des ondelettes)

devient v c0 *
W (k)= [ Xt mdt (@6)

Une serie d'ondelettes exige quey;f}t sont soit
orthonorme, biorthogonales, ou le cadre. §i { ne sont
pas orthonormeé, I'équation (26) devient
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L'analogie suivante peut expliquer ce concept. Considerez le processus
entier comme en regardant un objet particulier. Les yeux humains
déeterminent d'abord une vue grossiere qui dépend de la distance des
yeux a l'objet. Ceci correspond a ajuster le parameétre de I'échglle s
En regardant un objet tres pres, avec beaucoup de detail, | est négatif et
grand (basse echelle, haute fréguence, analyses le

détail du signal). En déplacant la téte (ou les yeux) tres lententent e
avecdesincrement tres petits (d'angle de la distance selor I'objet qui

est regardé), correspond a de petites valeurs dé.s).1,.

Notons que lorsque | est negatif et grand, il correspond a de petits
changements dans le temps, (taux d'échantillonnage élevé) et de
grands changements dang(petite échelle, hautes fréquences, ou le
taux d'echantillonnage est elevé). Le parametre d'echelle peut aussi
étre consideré comme un grossissement .
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Combien bas le taux d’échantillonnage peut-il étre
maintenue tout en permettant toujours la reconstruction du
signal ? C'est la question principale a repondre pour
optimiser la procédure. La valeur la plus commode (en
termes de programmation) s'avere « 2 » put « 1 » pour
le 1, Dans ce casy=k2 (dilation dyadique ou dilatation

binaire) el s = 2 (échelle dyadigu¢ ou echelle binaire), alors
équation (25), devient :

Evidemment, quand le taux d’échantillonnage est forcé
pour étre aussi bas que possible, le nombre d'ondelettes
orthonormales disponibles est egalement réduit.
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Remarque: Une série d’'ondelettes nécessite que la
fonction ¢ soit orthonormalg biorthonormale ou

frame (frame) [4,6, 7]. SI ce n'est pas le cas ¢
sera remplacé par soit laase orthonormale dual

soit par letrame dual
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Les exemples des CWT qui ont été donnés en ce chapitre
étaient réellement les séries d'ondelette des signauxégonn
Les parametres ont été choisis selon le signal. Puisque la
reconstruction n'était pas nécessaire, les taux
d’echantillonnage étaient parfois lointains au-dessaukRid
valeul critique ou s, a changi de 2 a 10, el de T, chang de

2 a 8, pour differents exemples.
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Quoique la transformée en ondelettes discrétisées puisse
étre calculée sur un ordinateur, ce calcul peut prendre de
guelques secondes a quelques heures selon votre taille de
signal et la resolution que vous voulez. Un algorithme
étonnamment rapide est réellement disponible pour calcule
la transformeé er ondelette d'ur signa. La transformee en
ondelettes discretéDiscrete Wavelet Transforr{DWT))

est presentée dans le chapitre suivant.
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4. Transformee en Ondelette Discrete Qiscretq
Wavelet Transform (DWT)) basée sur l'analyse
multirésolution

Pourguol nous avons besoin de la DWT ?

Bien que Ila transformée en ondelettes continues
discrétisees permette le calcul de la CWT par des
ordinateurs elle n'es pas une vraie transformé discrett.

En fait, la série d'ondelette est simplement une version
échantillonnée de la CWT, et les informations qu’elle
fournit sont fortement redondantes en ce qui concerne la
reconstruction du signal. Cette redondance, d'autre part,
exige une quantité significative de temps et de ressources
de calcul.
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I 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)

. multirésolution :

Dans chaque exemple de la transformée en ondelettes, il y
a seulement un nombre fini de coefficients d'ondelette pour
chague region rectangulaire bornee dans le demi-plan
superieur. Il est toujours nécessaire d’evaluer une iategr
poul calcule chaqgur coefficien d'ondelettt. La DWT,
d'autre part, fournit des Iinformations suffisantes pour
I'analyse et la synthese du signal original, en réduisant
significativement le temps de calcul. Comparée a la CWT,
Il est considérablement plus facile d’'implémenter la DWT.
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__________________________________________________________________

I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution

Transformee en Ondelette DiscreteWT)

Les bases de la DWT ont été développées a 1976 ou Croiser,
Esteban, et Galand ont concu une technique pour décomposer les
signaux discrets dans le temps. Dans la méme année, Crochiere,
Weber, et Flanagan ont effectué un travail semblable sur le codage
des signau: de son. lls ont appel¢ leur approch d'analys comme
codage de sous-bandsubband codiny En 1983, Burt a défini une
technique tres semblable au codage de sous-bande et I'a appelée le
codage pyramidal(pyramidal coding qui est egalement connu
commeanalyse multirésolution(multiresolution analysis.

Plus tard en 1989, \etterli et Le Gall ont apporté quelques
améliorations au codage de sous-bande, enlevant la redondance
existante dans le codage pyramidal.
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__________________________________________________________________

I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution :

e codage de sous-bande et I'analyse Multiresolution

L'idee principale est identigue a celle de CWT. Une
représentation de I’échelle de temps d'un signal numerique
est obtenue en utilisant des techniques de filtrage
numerique. Rappelon-nous que la CWT es une
correlation entre une ondelette a difféerentes échelles et |
signal avec I'échelle (ou la freqguence) etant employée
comme mesure de similarite.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

La CWT a été calculée en changeant I'echelle de la fenétre
d'analyse, en la décalant dans le temps, en la multipliant
par le signal, et en intégrant sur tout le temps. Dans le cas
discret, des filtres de différentes frequences de coupure
son utilisés poul analyse le signa a differente: echelle.

Le signal est passée par une serie de filtres passe hauts pour
analyser les hautes freguences, et par une serie de filtres
passe bas pour analyser les basses frequences.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

La résolution du signal, qui est une mesure de la quantité
d'information détaillée du signal, est changee par les
opérations de filtrage, et dthelle est changée par des
opérations desur-échantillonnage « upsampling » et
sous-echantillonnage¢ « downsampling (subsampling ».

Le sous-échantillonnage d'un signal correspond a la
reduction du taux d’échantillonnage, ou a enlever certains
échantillons du signal. Le sous-échantillonnage par un
facteurn reduitn fois le nombre d’échantillons.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Le sur-echantillonnage d'un signal correspond a
augmenter le taux d’eéchantillonnage d'un signal en
ajoutant de nouveaux echantillons au signal. Par exemple,
sur-échantillonner par deux revient a ajouter un nouvel
échantillon, habituellement un zéro ou une valeur
Interpolée entre chaqu: deu» échantillon du signa. Le
sur-echantillonnage par un factemraugmente n fois le
nombre d’échantillons.

Bien que ceci ne soit pas le seul choix possible, les
coefficients de la DWT sont habituellement échantillonnés
de CWT sur une grille dyadique, i.e; s 2 et1, = 1,
produisant s =/2tt1 = k*2), comme décrit précédemment.
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I4 Thiansiommée en @bdéteDisoete ( Discrete Wéanaded{TTearssborm(DWT)) basee surlbeanadyygece
 multirésolution .

Puisque le signal est une fonction discrete dans le temps,
par uneséquenceCette séquence sera dénoté paife],

oun est un nombre entier.

Le procédé commence par passer ce signal (séguence) par
un filtre numérigue passe bas de demi-bande avec la
repons Iimpulsionnelle h[n]. Le filtrage d'ur signa
correspond a l'opération mathématique de la convolution
du signal avec la réponse impulsionnelle du filtre. Cette
opération en temps discret est définie comme suit :

=T
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Un filtre passe bas demi-bande eneleve toutes les
frequences qui sont au dessus de la moitié de la frequence
la plus élevee du signal. Par exemple, si un signal dans le
domaine continu possede une composante de fréquence
maximal¢ de 100C Hz, alors le filtre pass bas« dem-band
eneleve toutes les fréquence au dessus de 500 Hz.

X[ n] Filtre passe bas y[ n]
f H " demi-bande f 2 =H
maX r4 ( ma>! ) yA
Fig. 38
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

L'unité de fréquence pour les signaux a temps discret est exprimée en
radians Ainsi, si un signal possede une composante de frequence
maximale de 2r radians en terme dé&équence radiale Alors la
frequence la plus elevée du signal estrad, si le signal est
échantillonné a le fréeguence de Nyquist (qui est le double de la
frequence maximale qui existe dans le signal), c’est-a-dire la fréquence
de Nyquisi correspon a 71 rad/s er terme de frequence discrets.

Par conséquent, employer le Hz n'est pas approprié pour les signaux
discrets. Cependant, le Hz est employé a chaque fois ou il est
nécessaire de clarifier une discussion, puisqu'il est plus commun de
penser a la fréeguence en termes de Hz.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Enlever un echantillon parmi deux échantillons consécutifs permet
simplement de sous-échantillonner le signal par deux, et le signal
aura alors la moitié du nombre de points. L'échelle du signal est
maintenant doublée. Notez que le filtrage de passe bas classique
enleve linformation a haute frequence, mais laisse I'échelle
inchange.

La reésolution, d'autre part, est liee a la quantité de l'information dans
le signal, et donc, il est affecte par les opérations de filtrage. Le

filtrage passe bas demi-bande enleve la moitié des fréquences, qui
peuvent étre interpréetées en tant que moitié d'information perdues.
Par consequent, la résolution est divisée par deux apres l'opération
de filtrage.
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I4 Thiansiommée en @bdéteDisoete ( Discrete Wéanaded{TTearssborm(DWT)) basee surlbeanadyygece

- multirésolution :

Remarquons, cependant, que l'opération de sous-échantillonnage
apres filtrage n'affecte pas la résolution, puisque enlever la moitié

des composantes spectrales du signal rend la moitié du nombre
d'échantillons redondante de toute fagcon. La moitié des échantillons
peut étre enlevés sans aucune perte d'information.

X[n] > Filtre passe bag K] = Sous-échantillonage Y[ :

résolution_0 | demi-bande | résolution_0/2 par 2 . résolution_0/2

échelle_0 ____________________________________ (_é_(fh(_é_ll_(_&___f)_ _______________________________________ 2 X échelle_0
Fig. 39

(31)
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__________________________________________________________________

I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution

Calcul de la DWT

La DWT analyse le signal a différentes bandes de fréquence
avec différentes résolutions en décomposant le signal par u
approximation grossier@t uneinformation deétaillee La DWT
utiise deux ensembles de fonctions, appel&sictions
d’étalonnage(scaling functiony et desfonctions d'ondelette
(wavele functions), qui son associée a de: filtres pass bas el
passe haut, respectivement. La décomposition du signal en
differentes bandes de fréguence est simplement obtendespar
filtrages successifs passe haut et passe bas d’'un signaiedéf
dans le domaine temporel. Le signal originxgh] est d'abord

passe par un filtre passe haut demi-bagja¢ et un filtre passe
bash[n].
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I4 Thiansiommée en @bdéteDisoete ( Discrete Wéanaded{TTearssborm(DWT)) basee surlbeanadyygece
 multirésolution .

Apres le filtrage, on peut éliminer la moitié des echantillons selon la

regle du Nyquist, puisque le signal a maintenant la fréguence la plus
élevée dert /2 radian au lieu dgt Le signal peut donc étre sous-

échantillonné par 2, en enlevant simplement un échantillon sur deux.
Ceci constitue umiveau de decompositioet peut étre exprimeé

comme Suil :

(32a)

(32b)
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Cette décomposition divise en deux la résolution de temps puisque
seulement la moitié du nombre d'échantillons caracterise maintenant
le signal entier. Cependant, cette opeération double la résolution de
frequence, puisque la bande de frequence du signal enjambe
maintenant seulement la moitié de la bande de fréquence précédente,
reduisant effiectivement l'incertitude dans la fréquence par magie.
proced: ci-dessus qui es égalemer connt comme codage de
sousbande(subband codind, peut étre répété pour davantage de
décomposition. A chaque niveau, le filtrage et le sous-échantillonnage
auront comme conséquence d'obtenir la moitié du nombre
d'échantillons (et par consequent la moitié de la résolution temporelle)
et la moitié de la bande de fréquence enjambee (et par conséquent la
double la résolution fréquentielle).
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I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW

. multirésolution

Figure 40 illustre ce procédé, ofn] est le signal original a étre décompobf] et g[n] sont les filtres passe bas et
passe haut, respectivement. La largeur de la bande du sighalque niveau est marquée sur la figure en tant que "f".

] i X[n] Longueur: 512=2x2, alors il ya 8 niveaux de décompositions
Fig. 40 adapté de [1] | f0~m
v v @ sous-échantillonnage
aln] h[n] @ sur-échantillonnage
Longueur: 256, fI'2 ~tHz ¢ i Longueur : 256, f: 0 /12 Hz
' |
Coeff. DWT de niveau 1
\4 \ 4
g[n] h[n]
Longueur: 128, fiv4 ~ 12 Hz ¢ @Longueur 1128, f: 0 7t/4 Hz
' |
Coeff. DWT de niveau 2
A\ 4
gln] h[n]

Longueur: 64, f1v/8 ~ 174 Hz¢

@

Coeff. DWT de niveau 3
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i Longueur : 64, f: 0 +/8 Hz
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Notez que di au sous-echantillonnage successifs par 2, la longueur de
signal doit étre une puissance de 2, ou au moins un multiple de la
puissance de 2, pour que cette procédure soit efficace. La longueur du
signal détermine le nombre de niveaux en lesquels on peut décomposer
le signal. Pour cet exemple specifique il y aurait 8 niveaux de
déecomposition. Chaque niveaux de décomposition ayant la moitié du
nombre d'échantillon du niveal préceder.

Le processus de décomposition continue jusqu'a ce que deux
échantillons soient laissés. La DWT du signal original est alors obtenu
en concaténant tous les coefficients a partir du dernier niveau de la
decomposition (deux echantillons restants, dans ce cas-ci). La DWT
aura alors le méme nombre de coefficients que le signal original.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution !

Niveau Frequences Echantillons
3 O tof /8 4
f /8af /4 4

2 fl4af /2 8

1 f 12af 16
A

Niveau 3 Niveau 2 Niveau 1
X X X \ =

0 fa/8 fa'4 £n/2 fa

frequence

Fig. 41 Représentation de la domaine de fréguence de la DWT pour
un signal avec 16 échantillons et frequence de 0 a f
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Les frequences qui sont les plus importantes dans le signal d’origine
apparaitront en tant qu'amplitudes élevées dans la région du signal de
la DWT qui inclut ces fréguences particulieres. La différence die cet
transforméee avec la transformée de Fourier est que la localisation
dans le temps de ces frequences ne sera pas perdue. Cependant,
localisatior dan: le temp¢ aure une résolutior qui dépeni de que

niveau elle apparait. Si l'information principale du signal se situe dans
les hautes frequences, c’'est qui est le cas le plus frequent, la
localisation dans le temps de ces fréguences sera plus preécise,
puisgu’elles sont caractérisées par plus de nombre d’échantillons.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Si l'information principale se trouve seulement aux frequences tres
basses, la localisation dans le temps ne sera pas tres precise, puisque
peu d'echantillons sont employés pour exprimer le signal a ces
frequences. Cette procédure offre en effet une bonne résolution dans
le temps aux hautes frequences, et une bonne résolution de fréquence
aux basses fréequences. Beaucoup de signaux produits en pratiques
son de ce type.

Les bandes de fréqguence qui ne sont pas tres importantes dans le
signal d’origine auront des amplitudes tres basses, et ainsi ses parties
dans le signal DWT peuvent étre negligées sans subir une perte
iImportante d'information. Ceci permet ainsi la réduction de donnees.
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I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution :

La figure 42 illustre un exemple de la facon dont les signaux de DWT ressembkefd facon

dont la réduction de données est obtenue. La figure 42a montre un signal apres la premiere
décomposition (256 echantillons), normalisé a I'amplitude unité, d'un signajugpide 512
échantillons d’origine. L'axe horizontal est le nombre d'échantillons, tandis ayje= Vertical

est I'amplitude normalisée. La figure 42b montre les 8 niveaux de DWT du gignalfigure

42a. Les 256 derniers échantillons dans ce signal correspondent a la plus haute doande d
frequence dans le signal, les 128 échantillons précédents correspondentuxiéaneeplus

haute bande de fréquence et ainsi de suite :

256 | 128| 64 32 16 8 4 2

1

Nous remarquons que seulement les 64°[ il

premiers échantillons, qui correspondent guix o™= & e o) el A

fréquences les plus basses de l'analyse, poﬁefrﬁ """""""""""""""""""""""""""""""""""""""
l'information appropriée et le reste dece signatt i b
n'‘a pratiquement aucune information. Par ° 0 (a) Normaized Tume - =

conségquent, tout sauf les 64 premlers
échantillons peuvent étre enlevé sans aucune
perte d'information. Ce résultat montﬁe

I'efficacité de la DWT pour la réduction dé _ ; | :
osko o K e NN N A

données (application :compression de g
. R T e R L T e i iimmamassemasanaa +
donnees. : 00 750 200 250

(b} DWT coefficients
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Une propriété importante de la DWT est le rapport entre les réeponses
Impulsionnelles des filtres passe haut et passe bas. Ces filtres ne sont
pas indépendants I'un de l'autre, et ils sont liés par

g[L-1-n] = (-1)"h[n] (33)

oug[n] est le filtre passe haut , lfn ] est le filtre passe bas, ktest

la longueur de filtre (en nombre des points). Notons que les deux
filtres sont d'indice impair de versions en alternance inversée les unes
des autres.

La conversion de passe bas au passe haut est fourni par le terfne (-1)
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I4 Thiansiommée en @bdéteDisoete ( Discrete Wéanaded{TTearssborm(DWT)) basee surlbeanadyygece

- multirésolution :

Des filtres satisfaisant cette condition sont genéralemensésildans

le traitement des sighaux, et ils sont connus confiltre miroir en
guadrature « Quadrature Mirror Filters (QMF) ». Les deux
opérations de filtrage et de sous-échantillonnage peuvent étre

exprimee comme

(34b)
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I4 Thiansiommée en @bdéteDisoete ( Discrete Wéanaded{TTearssborm(DWT)) basee surlbeanadyygece
 multirésolution .

La reconstruction dans ce cas est tres facile puisque les filtres de
demi-band forment des bases orthonormales. La procedure
préceédente est suivi dans un ordre renverse pour la reconstruction.
Les sighaux a chaque niveau sont sur-échantillonné par deux, passes
par les filtres g’[n], et h’[n ] (passe haut et passe bas respectivgément
et ensuite additionnés. Le point intéressant ici est que les filtres
d'analys el de synthes son identiques sauipoul une inversior dan:

le temps. Par consequent, la formule de reconstruction devient (pour
chague niveau) :

(35)
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Cependant, si les filtres ne sont pas demi-band parfaits, alors une
reconstruction parfaite ne peut pas étre realisée. Bien gu'il ne soit pas
possible de reéaliser des filtres parfaits, dans certaines conditiosis il e
possible de trouver des filtres qui fournissent la reconstruction
parfaite. Les plus célebre son ceuy développé pai Ingrid Daubechi
appeleondelettes de Daubechi€Baubechies’ waveletk
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Ondelettes de Daubechi€Baubechies’ wavelety

Appelé d’'apres Ingrid Daubechies, les ondelettes de
Daubechies sont une famille d’ondelettes orthogonales
définissant une DWT et caractérisées par un nombre
maxima de moment: de fuite «vanishinnc moments
pour un certain support donné. Avec chaque type
d'ondelette de cette classe, il y a une fonction d’échelle
(également appeléndelette pergfather wavele)) qui
produit une analyse multirésolution orthogonale.
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I4 Thansiommée en @ntkddésteDisoéte ( Discrete WeanadiTTearsséorm (DWT)) basée surlmlw
- multirésolution

Fig. 43Fonctions d’ondelette et d’échelle
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Les ondelettes orthogonales D2-D20 de Daubechies (nombres
d'indices pairs seulement) sont generalement employees. Le nombre
d'indices se rapporte au nombre N de coefficients. Chaque ondelette
a un certain nombre de moments zéro ou moments de fuite égaux a
la moitié du nombre de coefficients. Par exemple D2 (I'ondelette de
Haar) a un moment de fuite, D4 a deux moments, etc... Un moment
de fuite se rapportt a la capaciti de: ondelette de represente le
comportement polynomial ou l'information dans un signal. Par
exemple, D2, avec un moment, encode facilement des polynomes
avec un coefficient, ou un signal avec des composantes constantes.
D4 encode des polyndbmes de deux coefficients, c’est-a-dire un
signal avec des composantes constantes et linéaires, D6 encode 3-
polynomes, c’est-a-dire un signal avec des composantes constantes,
linéaires et quadratiques.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

_'Interprétation des coefficients de DWT peut parfois étre
nlutot difficile parce que la maniere gque les coefficiengs d
DWT sont presentes est plutdt particuliere. Les
coefficient: de DWT de chagur niveal son concaténé er
commencant par le dernier niveaul.
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__________________________________________________________________

I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution

Exemple (Fig. 42) :

Supposons que nous avons un long signal de 256 eéchantillons
échantillonné a 10 megahertz et nous souhaitons obtenir ses
coefficients de DWT. Puisque le signal est échantillonné a 10
megahertz, la composante de la frequence la plus élevee qui existe
dan: le signa es de 5 mégahert. Au premie niveau le signa es
passe par le filtre passe bl$], et le filtre passe haud[n], dont les
sorties sont sous-échantillonnées par deux. Le filtre passe haut est le
premier niveau de coefficients de la DWT. Il y a de 128 parmi eux,
et représentent le signal dans la plage [ 2.5 5] mégahertz. Ces 128
échantillons sont les 128 derniers eéchantillons traces.
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I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution

Exemple(suite)

La sortie de filtre passe bas, qui a eégalement 128 echantillons, mais
couvre une bande de frequence [ O 2.5 ] mégahertz, sont encore
decomposeés en les passant par le mémné¢ et g[n]. La sortie du
deuxieme filtre passe haut est le niveau 2 des coefficients de la DWT
el ces 64 échantillon préceder les 12¢ coefficients du niveat 1

dans le traceé. La sortie du deuxieme filtre passe bas est encore
déecomposé, de nouveau en la passant par les filffré®t g[n]. La
sortie du troisieme filtre passe haut est les coefficients de |a DWW
niveau 3. Ces 32 échantillons préecedent les coefficients du niveau 2
de la DWT dans le trace.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Exemple(suite)

La procedure continue jusqu'a ce que seulement 1 coefficient de la
DWT peut étre calculé au niveau 9. Ce coefficient est le premier a
tracer dans le tracé de la DWT. Ceci est suivi de 2 coefficients au
niveau 8, de 4 coefficients du niveau 7, de 8 coefficients du niveau
6, de 1€ coefficient: du niveat 5, de 32 coefficient: du niveal 4, de

64 coefficients du niveau 3, de 128 coefficients du niveau 2 et
finalement de 256 coefficients du niveau 1. Notez que moins en
moins de nombre d'échantillons est employé aux fréequences les plus
basses, donc, la résolution dans le temps diminue pendant que la
frequence diminue, mais puisque l'intervalle de fréquence diminue
également a de basses fréeguences, la résolution dans la fréquence
augmente.
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__________________________________________________________________

I 4. Transiommée en kkdddteeDisorétie ( Discrete Wéanadtd {TTeansstorm (DWT)) basée surllémW
' multirésolution

Exemple(suite)

Evidemment, les premiers quelques coefficients ne porteraient pas
une quantité importante d'information, simplement dd a la résolution
considérablement reduite dans le temps. Pour illustrer cette
représentation de la DWT, jetons un coup d'ceil a un vrai signal du
monde rée. Notre signa d'origine es un long signa 25¢-
échantillons ultrasonique, qui a eté echantillonné a 25 MHz. Ce
signal a l'origine a eté produit en utilisant un capteur de 2.25 MHz,
donc la composante spectrale principale du signal est a 2.25 MHz.
Les 128 derniers échantillons correspondent a la plage [ 6.25 12.5]
MHz.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Exemple(suite)

Comme montré dans le tracé, aucune information n'est disponible
ici, par conséqguent ces échantillons peuvent étre enlevés sans aucune
perte d'information. Les 64 échantillons précedents représentent le
signal dans la plage [ 3.12 6.25 ] MHz, qui également ne diffuse
aucuni informatior significative. Les petite« impulsions parasite

tres rapides correspondent probablement au bruit de haute fréquence
dans le signal. Les 32 echantillons precédents representent le signal
dans la plage [ 1.5 3.1 ] MHz. Comme nous pouvons Vvoir, la
majoriteé de I'énergie du signal est focalisée dans ces 32 échantillons.
Les 16 echantillons précédents correspondent au [ 0.75 1.5 ] MHz
et les crétes qui sont vues a ce niveau représentent probablement
I'enveloppe de plus basse frequence du signal.
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' 4. Transfommee en nbisteDismete ( Discrete Wéanadt{TTeansstorm (DWT)) basée surl’banadypee)
 multirésolution .

Exemple(suite)

Les échantillons précédents ne portent probablement
aucune autre Information significative. Nous sommes
presque sdr de considérer gue noOus pouvons NouSs
débrouille avec les coefficientt de niveauy 3eme: el
4emes, c’'est-a-dire que nous pouvons représenter le long
signal de 256 echantillons avec 16+32 = 48 échantillons,
une reduction de donnees significative.
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5. Domaines d’'application

1. Compressior{Compressior) des données de haute résolution (e.g.
Images)

2. Filtrage (filtering, de-noising

3. Lissage(smoothing

4. Extraction des propriété: caractéristique (Feature Extraction)
5. Détection des discontinuitégdiscontinuity detectioi

6. Estimation des distributions de probabilités (distribution
estimatior)

7. Analyse des donnéeg¢data analysi3 (par exemplebiomeédicales
financiereg
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8. Telecommunication(par exemple, codage de sources et canaux
(Source and Channel Coding

9. Astronomie (par exemple, distances dans l'univers, galaxies
formant de structures hierarchiques a différent niveaux de I'échelle).

10. Analyse de séries temporellgur des prévisions de marche
boursier.

11. Fractals : ajustemer parfait poui analyse les fractals.

12. Analyse de turbulences Analyse d'écoulement turbulent des
fluides de basse viscosité coulant aux vitesses élevees.

13. Réseaux d’ondelettéwvavelet networkp: apprentissage en temps
reel des fonctions inconnues.
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Compression d’'imaqges

Pour une image donnée, vous pouvez calculer la DWT de chaque
ligne, et enlever toutes les valeurs dans les DWT qui sont inférieurs
un certain seuil. Nous sauvons alors seulement ces coefficients de
DWT qui sont au-dessus du seuil pour chaque ligne, et quand nous
devons reconstruire l'image d’origine, remplissons simplement
chaqur ligne avec autan de zero: que de nombre¢ de coefficient:
enleves, et employons la DWT inverse pour reconstruire ligne de
I'image originale. Nous pouvons également analyser l'image a
differentes bandes de fréguences, et reconstruisons l'image
d’origine en employant seulement les coefficients qui sont d'une
bande particuliere.
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®.Histoire de I’ondelett{a

e 1807, J.B. Fourier:

07/12/201

— Toutes les fonctions peériodigues peuvent étre
exprimees comme une somme pondéree de fonctions
trigonométriques

— Publicatior dementit par Lagrange Legendr: el
Laplace !!

— 1822: Publication des travaux de Fourier...

— 143 années

B 7

— 1965, Cooley & Tukey: Fast Fourier Transform (FFT)
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1946, Gabor : analyse de STFT :
— composantes a haute fréquence en utilisant une fenéiregtiu

— composantes a basse fréquence en utilisant une fen&jeg haais pas les
deux en méme temps

Fin des années 1970, le probleme de Morlet (ingénieur g&ighbn) :

— Analyse Temps - frequence de sighaux avec des composariiagt@
fréquences avec un temps court et des composantes a bagsnfré avec
un temps long.

— STFT peu faire 'un ou l'autre, mais pas les deu> =» Solutior: utiliser
différentes fonctions de fenétre pour d »couper les sig@aex différents
contenues de fréquences

— Windows a produire de la dilatation/compression  du
prototype®ondeletts

o Critique pour un mangue de rigueur mathématique!!!

« Début des années 1980, Grossman (Physicien théorique Ymakse la
transformée et concoit la transformée inve®elLa premiere transformeée en
ondelette !

 Redécouverte de travail d'Alberto Calderon 1964 sur lyaesharmonique
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Les annees 1980

e 1984, Yeves Meyer .
— Similarité entre les travaux de Morlet et Colderon, 1984
— Redondance dans le choix de Morlet's des fonctions de

bases (basis functions).

— 1985, fonctions de bases orthogonal d'ondelette avec une
meilleure localisation dans le domaine temporel et dans la
domain¢«fréquentie.

 Redécouverte de travail de J.O. Stromberg 1980 les mémes
fonctions de bases (aussi analyse harmonique)

 Pourtant re-redécouverte du travail d'Alfred Haar sur les
fonctions de base orthogonale, 1909 (!).

* Les ondelettes orthonormales connues les plus simples
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Ingrid Daubechies:

— Discretisation des parametres temps et écheli de
transformeée en ondelette

— Trames d’'ondelettes (Wavelet frames), 1986

— Bases orthonormales de « compactly supported
wavelet: » (Daubechies wavelets), 1¢

— Liberté de choix des fonctions de base au prixade
redondance

Stephane Mallat:
— Analyse Multirésolution w/ Meyer, 1986
Ph.D. dissertation, 1988
— Transformée d’ondelette discrete
— Algorithme « Cascade » pour calculer la DWT

21C



.Cependant...

 Décomposition des fréequences discretes au fréeguences
dyadigue (MRA) , appelée« Quadrature Mirror Filtel »,
Croisier, Esteban and Galand, 1976 (!)
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Martin Vetterli & Jelena Kovacevic
— « Wavelets and filter banks », 1986

— Reconstruction Parfaite de signhaux en
utilisant les banque de filtres (filter banks
FIR, 1988

— Subband coding
— Multidimensional filter banks, 1992

21z



Les annees1990

« Equivalence de QMF et MRA, Albert Cohen, 1990

« « Compactly supported biorthogonal wavelets »,
Cohen, Daubechies, J. Feauveau, 1993

e « Wavelet packets », Coifman, Meyer, et
Wickerhauser, 1996

e «Zerc Tree Codinc », Schapirc199: ~ 199¢

« Recherchez des nouvelles ondelettes avec de
meilleures propriétés de localisation en temps et en
fréeguence.

e « Super-wavelets »
¢ « Matching Pursuit », Mallat, 1993 ~ 1999
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