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Modeéles de Markov Cachés

Introduction

Theme : Apprentissage artificiel (Machine
Learning): logiciel intelligent pour 1 ’analyse des
données.

® Quoi : Trouver des modeles pour représenter
les données.

ePourquoi : Pour effectuer une prédiction, pour
comprendre, ...

eComment : Rechercher un «bony» modéle.
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Modeéles de Markov Cachés

* Apprentissage = Données & Représentation
+ Connaissance a priori
+ Proceédure ou regle d apprentissage
+ Exploration/Optimisation

Domaine Statistiques : Estimation des parametres

Systemes et Controle : Identification des parametres d’un
systeme.
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Modeéles de Markov Cachés

« HMMs : modeles statistiques utiles pour des
données séquentielles.

e Domaines d’application:

Intelligence Artificielle, Reconnaissance de
formes, Reconnaissance de la parole,
Identification et controle, Traitement du
signal, Diagnostic, Analyse des séquences
biologiques, Robotique, Finance, Analyses
geopolitiques, ...
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Modeéles de Markov Cachés

* Plusieurs variantes de HMMs
- HMMs conventionnels [Rabi 89]
- HMM Hybrides (HMMs+ANNSs)
- Input-Output HMMs (IOHMMs)
- Variable-Length Markov Models (VLMMs)
- Markov Switching Models (MSMs)
- HMMs hiérarchiques (HHMMs)
- HMMs Factoriels (FHMMs)
- Weighted Transducers (WTs)
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Modeéles de Markov Cachés

* Soit y'={y,y,,...y,} UNE séquence
d’observations de t=1 a t=T.

« Cette donnée sequentielle (séquence
d’observations) en considération ob¢it a
certaines proprietes.

Distribution de probabilité d *une séquence
d ’observations y, peut toujours €tre
determinée par

PO = PO [P0 ;)
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Modeéles de Markov Cachés

%@Modéliser une sequence d’observations
dans laquelle la distribution
conditionnelle de probabilite¢ p(y \ ™)

d’une variable v. scalaire ou vecteur de
dimension K observée au temps t dépend
de Dl’historique des valeurs précédentes
y' est en général un probléme pas facile
en pratique.

27/01/2006 Tarik AL ANI, A2SI-ESIEE — Paris/LIRIS



Modeéles de Markov Cachés

Modeles de Markov

 Un modéle de Markov d’ordre k est une distribution
de probabilité sur une séquence de variables

4\ =114, )
avec la propriét¢ d’indépendance conditionnelle

suivante: _ _
Pg\qg ™) =Pg, \q>).

: -1, : : ,
Puisque 4:-+ résume toutes les informations relevées
du passe, 4 est appelée en général variable d *état.
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Modeéles de Markov Cachés

Grace a la propriété précédente, la distribution

conjointe de la s€équence enticre peut etre

décomposée en produits r
P(g))=P(g) | [ Pa,\ar).

t=k+1

Cas spécial : Modéle de Markov d’ordre 1
Pg)=Pg)] [P, \q.).

Ce modele est completement spécifié par 1’ état
initial P(q,) et par les probabilités de transition

P(Ql‘ \Qt—1)°
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Modeéles de Markov Cachés

Probabilités de transition a,, =Pq,\q

— Homogeéne : La méme V t.

¢.g. Modeles de Markov d’ordre 1:
P(gi=j\q-=1)=P(q,=)\q=)

 Les séquences possedent des transitions temporelles
invariantes

» Un nombre réduit de parametres

* Le modele peut €tre entrain€ sur des séquences de
certaines longueurs et généralisé a des séquences de
longueurs différentes.
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Modeéles de Markov Cachés

— Non-homogeéne : dépendent de t.
e.g. Modeles de Markov d’ordre 1:
P(g=)\q=i)#P(q:=7/\qr1=)
Les sequences possedent des transitions
temporelles variantes.
@ Les probabilités de transition ne sont pas les parametres
directs du modele mais sont plutdt obtenus comme une

fonction « parametrée » de 1’état précédent et d’autres
parametres de conditionnement.
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Modeéles de Markov Cachés

@ Lcs mémes avantages des probabilités de
transition homogenes.

@ Plus de capacité d’adaptation a certains
changements de la dynamique observée
dans les différentes parties de la s€quence.
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Modeéles de Markov Cachés

Nature de ’etat

— état discret : distribution discrete (beaucoup
d ’applications)

— état continu : distribution continue (systemes
a espace d’¢tat continu).

Dans la suite de cet expose nous considérons
uniquement le cas de | *¢tat discret.
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Modeéles de Markov Cachés

Ordre de la chaine de Markov

Les modeles Markoviens d’ordre k& sont non pratiques.
g
Exemple : pour la variable d’état ¢,€{1.2.....N} , le nombre

nécessaire de parametres pour representer les probabilités
de transition est o p*') .

Restriction : Utilisation d’une petite valeur de k. La
majorité des séquences observées en pratique ne
satisfait pas I’hypothese de Markov d’ordre £ faible !!
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Nous ne supposons pas que la s€équence observée

possede une proprict¢ Markovienne (d’ordre £
faible),

Mais nous supposons qu’une autre variable non
observée (variable d’état) qui est lice a cette
séquence et qui possede la propriéte de Markov
d’ordre 1.
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{ Modéles de Markov Cachés

Les HMMs cette propriété : la s€quence du passé peut
¢tre résumee par une variable aléatoire non_observée
(cachée) appelée variable d’état, qui transmet toute
I’information y'' nécessaire pour décrire la distribution
de I’observation future vy,

Ceci est précisément I’idée de départ de HMMs.
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e Le probleme d’apprentissage de Modeles Markoviens :

Etant donné

* un ensemble de données d’apprentissage O = {01,02,..., Ow }

de L séquences d’observation Ouw={y1, y2, .y y1}

y, est un scalaire ou un vecteur de dimension K.

* un critére [ pour définir la qualit¢ du modele sur un ensemble de
données (lier O et un modele A, a un scalaire a valeur réelle),
choisir 4, me{l, 2, ...M} a partir d’un ensemble de modeles A=

{4, }, pour maximiser (ou minimiser) la valeur espérée de ce critere
sur une nouvelle donnée d
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- Dans certaines applications 1l y a seulement une
séquence d’observations 0 =0 =y ={y..n} etla
nouvelle donnée est, simplement une continuité
des données d’apprentissage, (e.g., prédiction des
séries temporelles, « économétrie »).

- Dans d’autres applications 1l y a un grand
nombre de séquences d’apprentissage de
longueurs différentes, e.g., base de données en
traitement de la parole : des milliers ou des
dizaines de milliers de s€quences).
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Modeles de Markov Cachés
Exemple d ’un modele de Markov d’ordre 1:

P(y,\q;, " )=PU,\q,) Q)
g, \a1, ) =g, \4q,) (2)
(1) est la prédiction de y, bas€e sur ¢, uniquement.

(2) est la prédiction de 4:+1 basée sur 4, uniquement.

yt 2 Yicl Vi Vil Yis2

4+ Kk & @

Séquence d’états — > 64‘4‘*‘—»
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Modeéles de Markov Cachés

La distribution conjointe de la variable d ’état caché
et de la variable observée est alors

-1

T
PO, a)) =Pa) ] [P \a) [ [PO: \a). (3)
t=1 t=1
Cette distribution est completement specifiée en
termes de:
1. probabilités de ’état initial F(q,) |
2. probabilités de transition P(q,., \q,) et,

3. probabilités d’émission Py, \q,).
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Modeles de Markov Cachés
Mode¢les de Markov Cachés (Hidden

Markov Models (HMMs))

—»

Hidden states sequence

Processus dynamique, N states (q, €S={1,2,..,N})

H:[TEI? US TR TEN]; aij=p(qt+1:j | qt:i)a A:[aij]a 1).] €S

T, =p(q;=1),1€8 bi(y)=P(y,| 9=)=NM,,Z),
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Modeéles de Markov Cachés
Connaissance a priori de la structure du modele

— Etat initial : Dans beaucoup d’applications ou la
variable d’état est discrete, toutes les s€quences
d’¢état sont supposées de commencer par un état
initial |

g €{l,2,-- N}, m.=P(g =)=l i=},
=0, iij,Zﬂl.:l,

et terminer dans un état final.
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Modeéles de Markov Cachés

— Topologie : Certaines probabilités de transitions
sont forcées a zéros. Un nceud représente la valeur
de variable d’¢tat ¢ . Un arc représente une
transition entre deux variables d ’état avec une
probabilité non nulle.
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* Exemple d’une topologie gauche-a-droite d *un
HMM.

— Reconnaissance de la parole : pour représenter la distribution
des séquences acoustiques associées a une unité de parole (e.g.
phonéme, mot).

— évolution d’un systéme dynamique : pour représenter la
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— Dans une variante liée au modele préceédent, les
emissions des observations ne dépendent pas
uniquement de 1’état courant mais aussi de I’état
préceédent (i.e. transitions) :

PO gl )=P(q)P (JA\QI)li[P (g \q)P(y\Gr,gi-1).(3)'
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Modeéles de Markov Cachés

M )4 7 N . . . T
Nous sommes intéressés a la distribution PO |

% Probleme: ¢/ n ’est pas observé !

. Marginaliser la distribution conjointe:
P(y[)=2 Py .4))
a;

5@35@ Un nombre exponentiel de termes.
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o Modéles de Markov Cachés
) Le calcul vers avant (Forward)

Calcul récursif : basé sur la factorisation des
probabilités qui prennent avantage de la
propriété de Markov d ’ordre 1 (equ. (1) et (2)).

La récurions n’est pas effectuée sur P(y) elle
meéme mais sur la probabilité P(v.q)) d’observer
une certaine séquence pendant que I’état prend
une valeur particuli¢re a la fin de cette séquence.
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Modeéles de Markov Cachés

P(y,q)=P(y,y ", q)P(",q,) (4)
=P(y,\q)> PO, 4,.4,,)
91
-1 t—1
:P(y,\q,)zp(qt \q,_1ay1 )P(yl > %—1)
91

Nous obtenons alors

P(ylta%):P(yt\%)ZP(% \Qt—l)P(ylt_la %—1) (5)

9
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Modeéles de Markov Cachés

— La récurions peut €tre initialisée avec P(y,q)) = P(g)P(3 \q,)
en utilisant les probabilités de 1’état initial P(q, ).

— elle peut étre utilisée pour un modele homogene ou non homogene.

— les probabilités peuvent étre conditionnées par d’autres variables.

— elle est centrale a plusieurs algorithmes pour les HMMs.

— Elle permet de calculer la fonction de vraisemblance (I):

IA)=TIPOT-(W)\A)

ou 4 regroupe les parametres du modele qui peuvent étre ajustés
pour maximiser / sur toutes les séquences d’apprentissage 7 (w)

27/01/2006 Tarik AL ANI, A2SI-ESIEE — Paris/LIRIS 28



Modeéles de Markov Cachés

— Le cot du calcul est O(Tm)
ou
T est la longueur de la séquence

m est le nombre de probabilités de transition non nulle
a chaque t,

Par les connaissances a priori de la structure

(topologie) du modele, ;,<<A? dans beaucoup de cas
en pratique. N est le nombre d ’états.
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Modeéles de Markov Cachés

Une fois  P(y/,q,\1) calculée, on peut
immédiatement calculer la fonction de vraisemblance
pour chaque séquence : Py, \ 1)

P(y/ \A)=) P(y/,q;\2)

qr

Remarque : Parfois, pour alléger I’écriture, nous
supprimons le conditionnement des probabilités par le
mode¢le 4
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Modeéles de Markov Cachés

Choix des distributions

 Probabilites de transition

— (Cas d’un état discret

* Matrice des probabilites de transition A d 'un modele
homogene :

A:[aij]:[P(%H :i\% :j)]baij 209 Zay :19 V]

— Cas d ’un état continu (modéles a espace d’état continu)

Dans ce cas la distribution de 1’état futur est, d’habitude, une
fonction Gaussienne dont la moyenne est une fonction de 1’état
précedent.

27/01/2006 Tarik AL ANI, A2SI-ESIEE — Paris/LIRIS 31



Modeéles de Markov Cachés

* Probabilites de I’émission (observation) y,
— Cas d’une observation discrete (DHMMS):

 Matrice des probabilites d’observations B d’un
modele homogéne

B=lp,vpl=[P(y, =v.\q, = D] Y b,(v). )

ou

v, €V ={v,v,,---,v, }'ensemble des symboles discrets

27/01/2006 Tarik AL ANI, A2SI-ESIEE — Paris/LIRIS 32
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- Cas d’une observations vectorielles continues,

Il existe plusieurs techniques, notamment:

1. Quantification vectorielle

Assigner chaque vecteur » aune valeur discrete
quantize(y,) et utiliser Plquantize(y,)\q,)

comme la probabilit¢ d’€émission.
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2. Observation continue (CHMMys).

* Distribution Gaussienne vectorielle

b,(y)=P(y,\q,=j)=N;u;x)), fb,-(yt) dy, =1,Vj

ou
N(y,;;u,,Z ) est la probabilité d' observer le vecteur y,

sous la distribution Gaussienne paramétrée par le vecteur
des valeurs moyennes conditionnées par 1'état jet par la

de covariance conditionnée aussi par le méme état.

o Melange de distributions Gaussiennes

b,(y)=P(y,\q, =)= ¢, N 14;,Z,),00¢,,, > ¢, =1
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3. Distributions pseudo-continues (semi-
continuous) (SCHMMs)

Dans ce cas, les parameétres specifiques a chaque etat
sont uniquement les poids du mélange:

bj(yt):P(yt \% :j):Zcij(yt;ym,Zm), Oflij, Zij =L

ou ¢, jouent un role qui est similaire aux 5,(v,)
dans le cas discret.
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Estimation des parametres du modele
(apprentissage)

Le modele initial

A ,=(I1, 4, B) dans le cas discret

A ,=I1, 4, i, ) dans le cas continu

oull = [7[1, Ty -,7Z’N]CSt le vecteur des probabilités de I'état initial (7, = P(g, =1))
A est la matrice de transition

B est la matrice d'émissions

1 = |11, ]est le vecteur des valeurs moyennes conditionnées par I'état

3, = [Z, |est la matrice composée des matrices de covariances conditionnées par I'état.
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Modeéles de Markov Cachés

Le probléme d’estimation des paramétres

Etant donné un mode¢le initial 4, et un ensemble de
données d ’apprentissage, comment peut-on ajuster les
parametres de ce modele?

Ensemble fini d’apprentissage : Plusieurs méthodes
d’optimisations de nature itératives pour obtenir un
maximum local de P(y/\1) sur ’ensemble de s€quences
d’apprentissage O. Le mode¢le est ajuste a chaque
itération jusqu’a ce qu’un critere de fin soit satisfait.
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Trois €tapes :

1. Apprentissage d’un modele A, de chaque événement k
(e. g. respiration normale, ronflement) en utilisant
plusieurs séquences de données d’apprentissage
d’horizon T : y,'= y, ¥y ..., Y5 appartenant a cet

evénement. , , ,
2. Segmentation d’une séquence de données en une

séquence optimale d’états liés a un événement Q*=q,
d>93» ---» q- Puis 'interprétation de ces €tats peut étre
fait par un expert (e. g. : q, inspiration, q,: expiration).

3. Détection Hors-ligne/En-ligne des états
pathophysiologiques en utilisant tous les
modeles optimisés A, A,, A,... Ay
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Modeles de Markov Cachés
1. Apprentissage des HMMs (Estimation de parameters du Model)

Modéle de I’événement
k a I’1tération it

Séquences d’observations
pour ’apprentissage

Yis Yoo eeo ¥1

de I’événement k.
27/01/2006

=

Apprentissage
Algorithme Récursif]
1.Maximum Likelihood

[Rabiner 89] —

2.Simulated annealing

N états (q,=Se{1,2,..,N})
H=[n), Ty, ., my]s 7, = p(q; = 1)
a;=p(qe1 = | 9=1), A=[ay]
i,jeS

b(y)=P(y,| a=)=N(M,,Z)),
AS={I1, AM,Z}

[Hamam et al. 96]
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Modeles de Markov Cachés
Une liste non exhaustive des algorithmes d’apprentissage:

— Algorithme de Baum-Walsh (utilisée couramment a cause de sa
propriété de convergence relativement rapide)

Cette algorithme est bas¢ sur un autre algorithme appelé EM
(Estimation-Maximization).

Il existe plusieurs variants de cette algorithme mais il sont tous
basés sur le principe de maximum de vraisemblance, e.g. :

- Maximum Mutual Information (MMI)

- Minimum Discrimination Information (MDI)
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Principe
Un nouveau ensemble de paramétres ; est choisi tel que Py \ 1)
est maximisée pour la séquence donnée y, .

Maximiser une fonction auxiliaire

O, )= Pgr \yI, DlogP(! , g \ 2) sur 2

al
-

Maximiser la vraisemblance

POI\A)2 PO\
gt
Un point critique
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Modeéles de Markov Cachés

Proprietes

Converge relativement rapidement

pv >
" Peut étre utilisé en ou hors ligne
=

Le modele obtenu est sensible a 1’estimation
initiale.

Des parametres initiaux a valeurs nulles
restent les mémes a la fin de ’apprentissage.
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Mode¢les de Markov Cachés
— Algorithme de Viterbi

Cette algorithme est bas¢ sur le critere maximum a
posteriori.

Principe Partant d ’un ¢€tat initial 2, calculer
;1r+1 = arg max mgxP(le, q; \j.r)

e r v 9
Propriété ’

Vi{% Converge rapidement,

3 Peut €tre utilisé hors ou en ligne.

=

Y
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Modeéles de Markov Cachés

— Algorithme de Recuit simulé [Hama 96 ]

Principe
Etant donné une séquence d’observations y,
1. une séquence d’¢€tat est généree au hasard,

2. une observation est assignée a chaque ¢€tat pour
calculer la moyenne et la variance,

3. en utilisant ses valeurs, la probabilite (coiit
initial) de génerer y, avec la séquence sélectionnée
est calculée,
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4. un ¢tat dans la séquence est modifi¢ aléatoirement ,
retour a 1 *€tape 3 pour calculer la probabilité avec la
nouvelle séquence d ’¢tat géneérée apres avoir changé la
moyenne et la variance des états modifiés.

S1 la nouvelle probabilité est plus grande que la
préceédente, ou si la probabilité d *acceptation

})accept = eXp(G)new _B)ld)/Teml?)
est assez grande, alors la modification est sauvegardée.
Temp est appele Température.

Pour des valeurs faibles de Temp, uniquement les
meilleures solutions sont acceptées.
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Propriétés
6yl La température finale Temp, est calculée
Y automatiquement a partir des considérations
_ théoriques
Converge lentement (mais stirement !!)
=
2 Peut étre utilis€ uniquement hors ligne

s
G
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— Estimation de la séquence d’état (4lgorithme de Viterbi)

Il est utile d “estimer la s€équence optimale d ’¢€tats qui
correspond a une séquence donnée d ’observations.

Ceci peut €tre réalisé par | ’algorithme de Viterbi base sur la
programmation dynamique stochastique (récursif):

g, =arg maxP(q, \y/, A)=arg maxP(q,, y \ 1)

q1 q1
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Modg¢les de Markov Cachés
Estimation de la séquence d’états

Q" =arg max_Q[p(Q, y,"|A,”)

Modéle de I’événement k

Séquences d’observations
Séquence d’états

Q" =q,9,43 -+ qr
de I’événement k.

pour ’apprentissage

Yo Y25 cc0 V1

de ’événement k.
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Modeles de Markov Cachés
Détection En-ligne/Hors-ligne d’un événement.

A" =arg max_,[p(y;'[A,) |[q,* =arg max_i[p(y,.q=i 1)

Mod¢les des événements respiratoires

*
M
yq'
Séquence en-
ligne/Hors-ligne Détection
d’observation —y . : —
En-ligne/Hors-ligne | Séquence d’états
Yo Y25 o5 ¥t Q' =q,"q," ..., q,”
d’un mélange Traces textuelles et
d’événements. graphiques des

événements.
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Mode¢les de Markov Cachés
Conclusions

— Les HMMs sont des outils mathématiques puissants et
tres ¢€légants qui  peuvent é&tre appliqués dans
beaucoup de domaines.

— Leurs récentes extensions notamment au temps réel
peuvent les rendre encore importants pour beaucoup
de taches d’apprentissage.

— Plusieurs problémes d’ordres théoriques et pratiques
restent a explorer, ce qui donne des challenges pour la
recherche future.

— Liste de mes publications en HMM :
http://www.esiee.fr/~alanit/

— Hidden Markov Models scilab toolbox :
http://scilabsoft.inria.fr/contribution/displayCategory.php?category=MODELING%20AND%20CONTROL%20TOOLS
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