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Modele dynamique d’inventaire

Considerons une societe, qui vend
un seul produit, et qui souhaite
decider combien d’articles a stocker
en inventaire pour chacune des n
périodes prochaines. (horizon de
planification (planning horizon)).
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Modele d’inventaire (suite)

La longueur d’une période peut Etre
considerée comme une semaine, un
mois, etc.

Le nombre de periodes pour lesquelles
la socicte souhaite effectuer la
prevision de son inventaire (dans ce cas
n) est appelee horizon de planification
(planning horizon).
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Modele d’inventaire (suite)

La demande (par les clients) D. (entier
positif) de ce produit dans la période 1
est une variable aleatoire avec p.(d) la
probabilit¢ que D=d, et nous
supposons que les demandes {D., 1=1,
2, ..., n} sont indépendantes.
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Modele d’inventaire (suite)

Au début de chaque peériode, la
societe  revise le mniveau
d’inventaire et décide le nombre
d’articles a commander a son
fournisseur (ou e¢ventuellement la
societe fabrique elle méme ses
propres articles).
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Mod¢le d’inventaire (suite)

Soit s.la quantite de stock d’inventaire
en main au debut de la periode 1.

Soit . la quantité de stock d’inventaire
en main et la quantite d’articles (stock)
en commande (ensemble des commandes
de réapprovisionnement non encore regues)
au début de la periode 1 mais avant
effectuer une commande dans la période 1.

¢;=s.tstock en commande.
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Modele d’inventaire (suite)

S1 une commande par la sociéte de z
(entier positif) articles est passee, elle
arrtve en 1A ou A<n est un nombre
entier connu, qui est le retard de
livraison (delivery lag). La société ne
commande jamais dans les periodes

n-A+1l,n-A+2, ..., 1.
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Modele d’inventaire (suite)

Soit y. la quantit¢ de stock
d’inventaire en main et la quantite
en cours de commande (stock en
commande ) apres la commande a la

periode 1. Ainsi,
Yi= 4 T %
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Modele d’inventaire (suite)

Dans certains cas 1l existe des
restrictions sur les  quantites
commandées z ou le niveau
d’inventaire y..
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Modele d’inventaire (suite)

Soit w; la quantite d’inventaire en main
(qu1 n’inclut pas la quantité en cours de
commande) dans la période 1 apres que
la commande de la periode 1-A, z., ait
ete livré mais avant qu'une demande
par les clients arrive.
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Mod¢le d’inventaire (suite)

Alors w; est la quantit¢ d’inventaire
reellement disponible pour faire face a
la demande dans la période 1.

S1 A=0, alors w,=y;; et s1 A >0, alors
Win=Yi-(di+diy, T ... 7 diy)

ou d. est la demande reelle dans la

periode 1.
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Modele d’inventaire (suite)

La sequence d’évenements (pendant une
période du temps 1) pour FEIN

L’inventaire en main

livraison de z, ,

i Yi yi-d;

L’inventaire en main et en cours de commande
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Pour déterminer q.,, 1 est
necessaire  de  faire  quelques
hypotheses sur ce qui se passe
quand d>w.. Nous considererons
deux cas differents.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

« (Cas de demandes en attente
(accumulation) (Backlogged case)
Toutes les demandes en attente a la fin
de la periode 1 sont ¢ventuellement
satisfaites par les livraisons futures.

* Dans ce cas q._; = y; - d, qui peut €tre
une valeur negative.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Cas de ventes manquees (lost
sales case) : Toutes les demandes
non satisfaites a la fin de la période
1 sont supposees perdues. Dans ce
cas, s1 A=0 alors

q;+; = max(y; - d;,0);
et s1 A>0, alors la situation est plus
complexe (ce probleme sera traite
plus tard).
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Dans le cas des ventes manquees, 1l
est suppose qu’une demande non
satisfaite dans la peériode 1 est
perdue apres avoir determine le
stock disponible en main a la fin de
la periode 1, (w. - d.) et la quantite

(y;- d. ), mais avant le debut de la
période 1+1. L’expression de w.,
donnee ci-dessus n’est plus valide.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Il existe trois couts associés au
fonctionnement de ce  systeme
d’1inventaire.

* S1 z articles sont commandés dans la
période 1, alors 11 y a un colt de
commande (ordering cost) c.(z) subi au
moment de livraison dans la peériode
1+A. (11 est aussi possible de supposer
que ce cout est subi au moment de la
commande.)
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Mode¢le d’inventaire (suite)

S1 le stock disponible en main a la
fin de la période 1, (w, - d. )>0, alors
i1l existe un cout d’immobilisation
(holding cost) h(w. - d. ). Ce cout
inclut tous les couts comme le loyer
du magasin, 1’assurance, les taxes et
la maintenance. Il inclut aussi le cott
d’avoir un capital li¢ a I'inventaire
au lieu qu’1l soit investi ailleurs.
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Modele d’inventaire (suite)

S1 le stock disponible en main a la
fin de la période 1, (w.- d. )<0 (1l y a
une demande en attente a la fin de la
période 1), alors 1l existe un coult de
rupture de stock ou pénalite
(shortage cost, penalty) m.(d. - w;) et
un cout d’immobilisation minimal
(minimal holding cost) h.(0).
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Modele d’inventaire (suite)

[1 est suppose que w,(0)=0.

Le cout de rupture de stock inclut le cout
di au stockage supplementaire dans le
cas d’'une demande en attente et le cout
da a la perte de revenue dans le cas de la
vente manquee. Dans certains systemes
ce colt pourrais inclure un cotit do a la
perte de Destime des clients (loss of
customer’s goodwill cost).
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Modele d’inventaire (suite)

Nous pouvons supposer que le cout ¢ subi
dans la pe¢riode j est equivalent a un cott
sub1 dans n’importe quelle période dans le
futur. Cependant, si1 la longueur d’une
période est suffisamment longue et/ou le
taux d’interet* sur le capital 1nvesti est
suffisamment grand, alors cette hypothese
n’est plus bonne.

* Pourcentage du capital qui en détermine le revenue annuel.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Soit t le taux d’interét par periode de
temps sur le capital investi. Par exemple,
1 € invest1 au debut de la période j vaut
(1+7) € au debut de la periode j+1.

Soit le facteur d’actualisation
(discount factor) ou le facteur
d’escompte défim par a=1/(1+7).
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Ainsi un cout ¢ subi dans la periode j+k
possede une valeur d’actualisation
(discounted value) de okc dans la
periode j. Cect est equivalent a dire
qu’un investissement de okc € dans la
période J au taux d’intérét T produira k
périodes plus tard ¢ € (c= akc(1+1)¥).

> >
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|
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Une politique de commande est une
regle pour décider combien d’articles
quune societe doit commander au
debut de chaque période.

L’objectit de la societe est de choisir
une politique de commande optimale
(optimal ordering policy) qui minimise
le cout total espere (expected total
discounted cost).
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Modele d’inventaire (suite)

Dans la suite nous developpons les
modeles suivants :

1. Modeles avec un retard de livraison
nul (A=0) ou négligeable par rapport a
la longueur de la periode de temps.

2. Modeles avec un retard de livraison
non nul (A>0)

3. Modeéeles avec un retard de livraison
Incertain.
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Modele d’inventaire (suite)

1. Mode¢les avec un retard de livraison nul (A=0) ou
négligeable par rapport a la longueur de la
periode de temps (A<<1)

1.1 Cas d’une demande en attente (accumulation)

Nous supposons que s’1l existe un inventaire non
négatif de v articles a la fin de la période n (le
debut de la période n+1), alors v articles peuvent
etre retournes et la societe recois une valeur

residuelle (salvage value) de s(v) (sub1 un colt
de - s(v)).
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Inversement, s’il y’a une attente de v articles
a la fin de la période n, alors cette attente peut
etre satisfaite par I’achat de v articles a un cott
de b(v).

S1 t(v) est le colt terminal quand 1l existe un
inventaire de v (v=...,-2, -1, 0, 1, 2, ...)
articles a la fin de la periode n, alors t(v) est
donn¢ par si v>0,

s1 v<O0,
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Supposons qu’au debut de la
periode 1, q articles sont en main
(pas d’articles sont en commande
(z., =0) puisque A=0). S1 nous
commandons (y-q) articles dans la
période 1, alors un colt de
commande c(y-q) est subi et y
articles sont disponibles pour faire
face a la demande.
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Soit L.%(w,d) le colit d’immobilisation et de
rupture de stock dans la période 1 quand w

(w=y puisque A=0) articles sont en main et1l y
a une demande d.

h(w—d) si w-d>0),

L"(V"’d):in(d-w)mi(O) i wed<o U
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Soit L.°(w) le colt espéré d’immobilisation et
de rupture de stock dans la période 1 quand 1l
y’a w articles en main pour satisfaire la

demande.

L =Y Londp, &) @
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Maintenant nous allons considérer la
formulation par la programmation dynamique
stochastique pour ce probleme.

Supposons que les couts futurs sont actualises
avec un taux o par periode et que la societe
souhaite  déterminer une politique de
commande qui minimise le colt total espere
pour 1’horizon des n periodes de planification.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Soit £.(q) = le cout total espere actualise
(expected total discounted cost) (actualise
jusqu’a la période 1) pour les périodes 1=1,
2, ..., n (plus le colit terminal) s1 la quantité
d’inventaire en main au debut de la période
1 est q (aucun article n’est en cours de

commande (z;, =0) puisque A=0) et une
politique optimale de commande est
utilisce. (3)
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

S1 D.=d, alors q.,,= y-d et 1l est facile de
demontrer que f.(q) satisfait la relation de
recurrence suivante :

fi(@)=min[¢,(y-q)+L; (y)+052f,+1(y d)p(d)], 1=1,2,..n (4a

y2q

Pour chaque valeur de 1, fi(q) est calculee
pour chaque valeur possible de q. S1 (y.(q)-q)
est la quantité optimale a commander quand
q:=q, alors y.(q) est €gal a la valeur de y qui
minimise le coté droit de I’équation (4a).
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

[Les conditions limites sont

fa(@=tgq) (4b

et s1 q; est specifie comme [’inventaire
initial, alors f;(q,) est la reponse au
probleme a n périodes.
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Mode¢le d’inventaire (suite)
1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Exemple numerique

Supposons qu’une societé souhaite programmer
son 1nventaire pour les 3 periodes prochaines en

utilisant les données suivantes :

1 1 1
p(0) =7 p) ==, p(2) =7
c(0)=0,c(1)=3,¢c(2)=5,¢c(3)=6,c(z) = pour z>4;

h(v)=v pour v2>0;7(v)=>5v pour v >0;

s(v)=2v pour v 2>0;b(v)=4v pour v <0;

q, =0, =1.

f.(q)=-2qg pour q=0,1, 2,.., 9 (I'inventaire maximal possible est 9)

f.(q)=—4qg pour q=-1,-2,..., -6 (la demande maximale en attente est 6)

Remarquer que toutes les fonctions de colt et les

distributions des demandes sont indépendents du temps.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

1.1 Cas d’une demande en attente (suite)

Ce probleme consiste alors a
calculer 1,(0) le cout espereé minimal
(actualise par a) et y,(0) le nombre
d’articles au debut de la periode 1.

Quel est le parametre qui permet de
determiner le nombre optimal
d’articles au debut de la période 1 ?
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Mode¢le d’inventaire (suite)

1.2 Cas des ventes manquees

Dans ce cas 1l existe un inventaire non
négatif de v articles a la fin de la
période n, ainsi 1l existe encore une
valeur résiduelle s(v). Cependant, s’1l
existe une demande en attente a la fin
de la période n, aucun cout est subi au
debut de la periode nt+1 parce que
I’exces de la demande (*) est perdue.

(*) Différence entre la quantit¢ demandée et la quantité offerte a un certain prix.
Elle peut étre positive, négative ou nulle.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

1.2 Cas des ventes manquées (suite)

S1 D=d, alors g ,= max(y-d,0) et f(q)
satisfait la relation de récurrence suivante :

Ji(g)=min|c, (y—Q)+L?(y)+Ofif,-+1 (max(y—d,0)p;(d)], 1=1,2,..n (5a)

y2q

Pour chaque valeur de 1, fi(q) est calculee
pour uniquement les valeurs non négatves
possible de g. Ainsi, pour A>0 le cas des
ventes manquees néecessite moins de calcul
que celul dans le cas précedent.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

1.2 Cas des ventes manquees (suite)

[es conditions limites sont

fua(@=-s(q) pour x>0  (5b
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Mode¢le d’inventaire (suite)
2. Modeles avec un retard de livraison non
nul (A>0)

2.1 Cas A=1

2.1.1 Cas d’une demande en attente

Soit f(w) = le cout total esperé actualisé
(expected total discounted cost) (actualise
jusqu’a la péeriode 1) pour les périodes 1=1, 2, ...,
n (autre que le cout du a la livraison z_,) sachant
que w articles seront en main dans la période 1 et
une politique optimale de commande est utilisce.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.1.1 Cas A=1, cas d’une demande en attente (suite)

Dans ce cas f(w) satisfait la relation de
récurrence suivante :

fi(w)=min [ c,(y—w)+ L) +ay £, (y-d) p,@], (Ta)

yzw

£, = L) + @) 100 = d)p, (@ (7b)

En supposant qu’une commande par la societe
n’existe pas au debut de la periode 1, alors w,=x,
et la réponse recherchée est 1,(q,).
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Mode¢le d’inventaire (suite)
2.1 Cas A>1 (suite)
2.1.2 Cas des ventes manquees

Dans ce cas f(w) satisfait la relation de récurrence
suirvante :

F )y =min [ac,(y—w)+ LW +a £ (max (y-d.0)p,(d)] (Sa)

yzw

1 (w) = L‘,’,<w>—a§s<w—d>pn<d> (8b)

En supposant qu’une commande par la societe
n’existe pas au debut de la periode 1, alors w,=x,
et la réponse recherchée est 1,(q,).
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Mode¢le d’inventaire (suite)
2. Cas A>1 (suite)

2.2 Cas

Une commande de z articles par la societe
envoyee au debut de la periode 1 arrivera dans la
periode 1+A, et 1l est suppos¢ que le colt de la
commande est subi réellement au temps de
livraison. Il est aussi suppos€ que la societe ne
commande jamais dans les périodes n-A+1, n-A+2,
.., n et que tous les colits subis au debut de la
période n+1 sont donn¢s par equation (4b) dans le
cas d’une demande en attente ou par 1’¢quation
(5b) dans le cas des ventes manques.
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Mode¢le d’inventaire (suite)
2.2 Cas A>1 (suite)

2.2.1 Cas d’une demande en attente

Nous preésentons une formulation de
programmation dynamique qui
necessite  uniquement une variable
d’c¢tape (une ctape) et une variable
d’¢tat. Supposons que q articles sont en
main et en cours de commande au debut
de la periode 1.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

Soit f(w, z.,,, ..., Z_;) = le cout total espere
actualis¢ (actualis¢ jusqu’a la periode 1) pour les
periodes de 1 jusqu’a n (autre que le colt di aux
livraisons des commandes precedentes) sachant
que w articles seront en main dans la période 1

apres z., a cte livrees, z articles ont ete

command¢s dans la periode j (j= 1-A

1, j= i-

A2, ..., 1-1), et une politique optimale de

commande est utilis¢e. (9)
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

Deux observations :

1. Le nombre d’articles commandées dans la période 1,
disons z, n’affecte nullement les couts subis dans la
période de 1 a 1+A-1. Cec1 parce que le colt de la
commande c,(z) est subi dans la période 1+A et, de plus,
puisque la commande de z articles arrive dans la période
1+A, elle n’affecte pas les colits d’immobilisation et de
rupture dans les periodes 1 a 1+A-1. Pour ces raisons 1l est
possible de négliger les colts dans les periodes 1 a 1+A-1
dans la définition de la fonction optimal de la valeur
esperee (definition (9)).
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

2. La valeur de I'inventaire réellement en main
pour satisfaire la demande dans la période 1+A,
W.,, ,dépend uniquement de q;, la quantit¢ de
I’1Inventaire en main et en cours de commande au
début de la période 1, sur z;, la commande dans la
peériode 1 (et non pas sur les commandes
precedentes), et sur d + d,, + ...+ d,, ;. En
particulier, w.,, est donné par
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

En se basant sur les deux observations
precedentes nous definissons la fonction optimale
de la valeur espéree :

Soit £.(q) = le cout total espére actualise (actualise
jusqu’a la période 1+A) pour les périodes de 1+A
jusqu’a n sachant que q articles sont en main et en
cours de commande au début de la période 1 et
une politique optimale de commande est utilisée.

(11)
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

Définissons

pi,j(d) =p(D, + Dy, +“'+Dj =d)
p;;(d) estappelelaconvolutimde p,(d)p,,, (d),..., p,(d)

1=1,2,...,n;)J=1,1+1,...,n)
pi,i(d)Epi(d)

d
pi(d) =2 py(Dp(d=1) (k=i+1,i+2,..,]j)
1=0
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Mode¢le d’inventaire (suite)
2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

Soit L.%(w) le colit espéré d’immobilisation et
de rupture de stock dans la periode 1 quand 1l
y’a w articles en main pour satisfaire la

demande.

o0

L= 3L, (y—dud Y., d)]p,sps(d)

=0 d=0

Z ' (v=d)p,, . (d)

26/01/2005 49



Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

La relation approprice de récurrence pour cette
formulation est

o0

filgy=min[c,(y =)+ L (M +e fi,(y=-d)p(d], i=12,..,n-2 (13a)

y2q d=0

frn(@) = i«q )Py (d)

Nous calculons successivement f_, jusqu’a f;, alors f;(q,) est le
colit total espéré actualise (actualisé jusqu’a la période A+1) pour
les périodes A+l jusqu’a n. Il n’inclut pas les colts
d’immobilisation et de rupture pour les périodes de 1 a A, qui ne
sont pas affectes par les décisions de commande.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

Le cout total espeére actualis¢ (actualise
jusqu’a la période 1) pour le total des n
periodes est

g+ [0 Y LG -d)p @+ fix) (1)

ou L’ (w) est donnépar I'équation(2).
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas d’une demande en attente (suite)

Exemple numeérique
Trouver la politique optimale de commande et le cott
minimal espéré en utilisant le probleme d ’inventaire suivant:

1
o_ , p(1) = —;
p(0) p(1) g

c(0) = O, c(l)=3,c(z) = pour

h(v)=v pour v=>0;7(v)=3v
s(v)=2v pour v=>0;b(v)=4v
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Mode¢le d’inventaire (suite)
2.2 Cas A>1 (suite)

2.2.2 Cas des ventes manquees

Malheureusement, 1l n’est pas possible de de
donner une formulation, similaire au cas
précedent, qui nécessite uniquement une variable
d’état. La raison est la suivante :

Considérons le cas A=2. Dans le cas précédent. la
9
quantité d ’inventaire en main pour faire face a la

demande dans la période 1+2, w,,,, est
donné par w..,=q +z -(d. +d.,,).
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Mode¢le d’inventaire (suite)

2.2.1 Cas A>1, cas des ventes manquées (suite)

Ainsi, étant donné que q;, w;,, dépend uniquement de z, et
et de la somme de et d. et de d., ;.

Cependant, dans le cas des ventes manquées w._, est donné
par

Wi

12 = max[wi,-d;,, 0]+ z;

= max[max{w;-d;, 03+ z, -d;,;, O]t 7

= max[max{q;-z;; -d;, 0§+ z;; -d;;, 0]+ z;
En geénéral, les deux expressions pour w;,, ne seront pas les
mémes. De plus, w,,, ne peut plus étre calculé €tant donne
q; uniquement. Alors, 1l n ’est pas possible de donner une
formulation qui nécessite uniquement une variable d ’état.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison
Incertain.

Jusqu’a maintenant nous avons suppos¢ que A est
une valeur entiere positive connue. Considérons
maintenant le cas ou A est une variable aleatoire k
dans I’ensemble A={l, 2, ..., A__.} avec une
probabilite p(k). S1 z articles sont commandes dans
la période 1, alors c.(z) est subi au moment de la
commande. Les article qui arrivent apres la periode

n+1 sont supposés qu’ils n’ont pas une valeur
residuelle.
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Modele d’inventaire (suite)

3. Modg¢les avec un retard de livraison incertain (suite)

3.1 Cas 1 : Il ne peut y avoir jamais plus qu’une
commande a la fois . De plus, nous devons maintenant
supposer que la livraison de n’importe quelle commande
prealable a la période 1 précede la decision de commande

dans la période 1.
Periode 1

5 . .
[’inventaire en main w.-d.

livraison

—

d; Yi yi-d;

[.’1inventaire en main et en cours de commande
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

S1 w articles sont disponibles pour faire face
a la demande dans la période 1, définissons
les couts totals espéres actualises
d’immobilisation et de rupture (actualisés
jusqu’a la periode 1) dans les periodes 1, 1+1,
..., ] sachant qu’aucune commande arrive
dans les periodes 1+1, 1+2, ..., J. (st une
commande est arrive au debut de la periode
1, alors elle est inclue dans w.)
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

Alors - est donné par

L0 = L)+ Y [ 1w d) ()]

[=i+1
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

La formulation de la programmation dynamique
pour ce probleme est la suivante :

Definissons la fonction de la valeur optimale
esperee, f.(w) comme suit :

f.(w) = le colt total espéré actualisé (expected total
discounted cost) (actualisé jusqu’a la période 1) pour les périodes
(1=1, 2, ..., n) sachant que w articles seront en main (apres une
commande, s’1l y en a, a €té livrée), 1l n ’y a pas de commande qui
se presente, et une politique optimale de commande est utilisée.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

e (0)+ (W) +ay £ (w—d) p,(d)]

-
/Imax

C, (y—w)+ Z [L?,Hk—l (w)

k=1

"X e =d) Py (1909

min-

y>w

.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

e (0)+ L (W) +ay £ (w—d) py(d)]

ﬂ'max
c(y—w)+ Z [L; 50 (W)
k=1

@'Y fn (=) Dy @K

.

HIL, W)+ S t(y—d) p, ()]p(-i+1)

+ 3L 0 +a S tw—d) p,, (d)]pK)]

k=n-1+2

i=n—A_, +l,n—-4__+2, .. nl.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

La premicre ligne sur le coté droit des
equations (15a et 15b) représente le colit espere
s1 aucun article est commandé dans la periode 1.

La deuxieme ligne sur le cote droit de
I’équations (15a) represente le colt espere s1 y-w
articles sont commandés dans la période 1. Si le
retard de livraison est de k périodes, 1l inclus un
terme pour les colits esperes d’immobilisation et
de rupture dans les périodes 1 a 1+k-1 et un terme
pour le colt espére pour les periodes 1+k (le
temps de livraison) a n.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain - cas 1 (suite)

. La deuxieme ligne sur le coté¢ droit de
I’équations (15b) a une interprétation similaire.

[ es conditions limites sont

1.(w) = L2<w>+air<w—d>pn(d> (15¢)

En supposant qu’une commande n’est pas présente au début
de la période 1, alors w,=q, et la réponse est f,(q,).
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain (suite)

32 Cas 2 : Il ne peut y avoir plusieurs
commandes a la fois . Cependant, supposons
qu’une commande passee dans la période 1 n’est
jamais livrée avant une commande passee dans
periode precedente. (Elle peut €tre passee dans la
meéme periode.) Soit p(k) la probabilite que toutes
les commandes passées depuis k ou plus de
périodes et qui n’ont pas encore ¢&tés livrees
arrivent dans la periode 1. Supposons que p(k) est
indépendante du nombre de commandes qui n’ont
pas etes livrees et de leurs volumes.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain — cas 2 (suite)
t(w, z_., ..., Z_;) = le cout total espére
actualise (expected total discounted cost)
(actualise jusqu’a la periode 1) pour les
periodes (1=1, 2, ..., n) sachant que w articles
seront en main (apres plusieurs commandes,
s’1l y en a, ont ¢tes livrees), z; articles ont etes
command¢s dans 1a période j (j=1-k+1, 1-k+2,
..., 1-1) mais 1ls n’ont pas encore livrés, et
une politique optimale de commande est
utilisce.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

3. Modeles avec un retard de livraison incertain — cas 2 (suite)

¢.(2)+ L (w)+

f,.f(wg Zi—/l 119 Zi—l) — mln max{ i-m+1

max Z,- >O a Z

m=1 J=i=Apax +1

n—-m+l1

F00 2oz ) = L0+ S [Y et 2, —d)p, (d)] p(m),

m=1 d=0 J=n—Apax +1

ou z_ =0. Laréponseau problemeest f,(g,,0,...,0).
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} p(m)]

9

(16a)
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Solution de D’exercice numérique 1, page
34 (Cas d’une demande en attente avec

retard nul) :

2
f,(6) = min [ c(y-6)+L(y)+2 f,(y-d)p(d)]
6<y<9 d=0

= min[0+5-10 ; 3+6-12 ; 5+7-14 ; 6+8-16]
=min[-5;-3;-2;-2]=-5; y;(6)=6;

(il est claire que vous commandez jamais quand q
depasse la demande la plus grande pour le reste du
processus.)
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Mode¢le d’inventaire (suite)

£(5)= -4,
£5(4)= -3,
£,3)=-2,
£(2)= -1,
f5(1)=2,
£5(0)= 4,
f;(-1)=5,
£5(-2)=38,
ti(-3)= 15,
fi(-4)= 24,

26/01/2005

y5(5)=3;
y4(4)= 4,
y5(3)= 3;
y5(2)= 2;
y5(1)= 1 ou 2;
y5(0)=2 ou 3;
y5(-1)=2;
y5(-2)=1;
y5(-3)=0;
y5(-4)=-1;
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Mode¢le d’inventaire (suite)

f,(3) = min [ c(y-3)+L%(y)+2 f;(y-d)p(d)]
3<y<6 d=0

= min[0+2-0 ; 5 ; 3+3-2 ; 5+4-3 ; 6+5-4]
=min[(3/2);4;6;7]=3/2; y,(3)=3;

22)=11/4, y,(2)=2;
bL(D=21/4,  y,(D)=1;
L0152, ¥,(00=3;
L(-1)=35/4, Yy(-1)=2;
[(2)=45/4, yy(2)=1:
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Enfin,
2
£,(0) = min [ c(y)+L%(y)+2 f,(y-d)p(d)]
0<y<3 d=0
= min[0+5+(145/16) ; 3+1,5+(15/4) ; 5+1+(83/16)
6+2+(49/16)]
= min[(225/16); (47/4) ; (179/16) ; (177/16)]=-177/16 ;

y,1(0)=3;

b

Ainsi, le colit minimal espére (actualis¢) est (177/16 ) et 1l est
optimal de commander 3 articles au début de la période 1. Ce qui est
optimal a commander dans la periode 2 dépend, bien sir, sur la
demande pendant la periode 1.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

Solution de P’exercice numeérique 2, page
52 (Cas d’une demande en attente avec
retard de 2) :

£3(2)= (9/16)t(2)+(6/16)t(1)+(1/16)t(0)=-3 ;
£5(1)= (9/16)t(1)+(6/16)t(0)+(1/16)t(-1)=-(7/8) ;
£5(0)=2;

t;(-1)=6;

t,(-2)= 10.
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Mode¢le d’inventaire (suite)

£,(1) = min[0+L,(1)+{ (3/4) £,(1)+ (1/4) £,0) ; 3+ L,(2)+{ (3/4)
£,(2)+ (1/4) £,(1)}] = min[(25/32) ; (19/16)]

=25/32 ; y,(1)=1;
£,(0) =121/32; y,(0)=1;
f,(-1) =33/4; y,(-1)=0;

f,(0) =min[0+L,(0)+{ (3/4) £;(0)+ (1/4) £;(-1) ; 3+ L,(1)+{ (3/4)
£,(1)+ (1/4) £,(0)} ] = min[(915/128) ; (175/32)]
=175/32 ; y,(0)=1;

Ainsi, le colit minimal espéré pour les périodes 3 et 4 est 175/32 et
le colit minimal espéré pour les périodes 1 a 4 est
L,%0)+[(3/4) L,°(0)+(1/4) L,°(-1)]+ £,(0)=247/32.
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